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摘  要 

在许多应用中，频率域声波方程的数值求解发挥着重要作用，如医学成像和地震勘探。传统的频率域声

波方程求解方法，如有限差分法、有限元法等，通常具有参数依赖性，导致计算成本高昂。本文提出了

一种结合残差网络(ResNet)和傅里叶神经算子(FNO)的神经网络方法(RFNO)，以快速求解频域声波方程。

RFNO可以学习从速度参数函数空间到波场函数空间的映射。因此，当神经网络经过适当训练后，对于

不同的速度可以快速高效给出波动方程的近似解。基于简单分层模型和Marmousi模型数据集进行的数

值实验，以验证RFNO的有效性。数值结果表明，RFNO在计算效率方面表现出良好的性能。因此，在反

问题求解过程中，RFNO是非常具有竞争力的一种正问题求解器。 
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Abstract 
Frequency-domain numerical solutions of acoustic wave equation play an essential role in many ap-
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plications, such as the medical imaging, and seismic exploriation. Traditional methods for solving 
the frequency-domain acoustic wave equation, such as the finite-difference method, the finite- 
element method and so on, usually are parametric dependence, resulting in high computational cost. 
In this study, we propose a neural network method that combines the residual networks (ResNet) 
and Fourier neural operators (FNO) to solve the acoustic wave equation in the frequency domain 
(RFNO). RFNO can learn the mapping from the velocity parametric function space to the wavefield 
function space. Therefore, it is very efficient to give the approximate solution for different velocities 
when the neural network is properly trained. Numerical experiments based on the simple layered 
model and Marmousi model, are presented. The numerical results show that the RFNO has a good 
performance in solving acoustic wave equation in terms of the computational efficiency. It thus may 
be a competitive forward problem solver for the inverse problems. 

 
Keywords 
Frequency-Domain Acoustic Wave Equation, Fourier Neural Operators, Function Space,  
Marmousi Model 
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1. 引言 

频率域声波方程的数值求解在许多科学问题中扮演着重要角色，如医学成像、无损检测和地震勘探

等等[1] [2]。对于这些问题，通常无法得到声波方程的解析解，因此需要使用数值方法进行求解。此外，

这类问题往往需要声波方程针对不同的参数模型(如速度、密度)进行多次求解，导致了计算成本大大增加。 
有限差分法(FDM)和有限元法(FEM)是求解声波方程的两种主要数值方法[3] [4]。这些方法首先对声

波方程进行离散化处理，并得到一个依赖于模型参数的线性方程组。然后，通过数值求解这个线性方程

组，得到方程的一个近似解。因此，对于不同的模型参数，需要进行独立的有限差分法或有限元法求解，

传统数值方法的模型依赖特性极大地限制了其在科学计算问题中的广泛应用。 
随着计算能力的提升和神经网络的改进，基于神经网络的深度学习方法在图像处理、语音识别、自

然语言处理等许多领域取得了不错的成果[5] [6] [7]。根据通用逼近定理，神经网络不仅可以逼近任何

Borel 可测函数，还可以以预先给定的精度逼近两个有限维空间之间的映射关系[8]。此外，神经网络还具

拟合从一个函数空间到另一个函数空间的映射的巨大潜力。最近，深度学习方法在基于偏微分方程的正

反问题求解中引起了广泛关注[9]。 
在求解偏微分方程问题中，深度学习方法可以分为两类。第一类方法是有限维算子方法，它将解算

子参数化为在有限维欧氏空间中的深度神经网络[10] [11]。因此，这些有限维算子方法依赖于网格，并需

要针对不同的分辨率和离散化进行网络参数修改和调整，以达到的满足所给的误差水平。换句话说，这

些方法具有网络依赖性。另一种方法是基于物理信息的深度学习方法，该类方法将神经网络与物理定律

结合，因此具有处理非线性、高维和更复杂的偏微分方程的能力[12]。然而，物理信息学习方法的局限性

在于，任何物理属性的变化都需要独立进行训练。类似于传统的解法方法，物理信息学习方法的缺点是

需要针对新的物理属性重新训练神经网络，这极大地增加了计算成本。 
深度神经算子学习可以学习无穷维函数空间之间的映射关系，在处理高维问题方面起着重要作用[13]。
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深度神经算子的最显著优势之一是它是一种免网格方法(grids free)，因此可以极大地降低计算成本，并可

应用于快速求解反问题[14] [15] [16]。傅里叶神经算子(Fourier Neural Operator, FNO)是一种强大的求解偏

微分方程和其他数学问题的神经算子方法，它从有限观测的输入与输出对中学习了两个无穷维空间之间

的映射关系。RNO 学习框架的主要思想是将输入数据转换为频域表示，这使得更好地理解和提取受偏微

分方程约束的解算子的内在结构特征[17] [18]。傅里叶神经算子广泛用于数值求解涉及偏微分方程的许多

问题[19] [20] [21]。增强型傅里叶神经算子是傅里叶神经算子的一种推广(UFNO)，它用于求解多孔介质

中地质碳封存模拟问题[22]。傅里叶神经算子还被用于求解具有多个源和频率的地震波方程[23] [24]。 
本研究主要考虑利用傅里叶神经算子求解多个速度模型、震源和频率的频域声波方程问题。为了提

高傅里叶神经网络的泛化能力，本文引入了残差模块，提出了深度残差傅里叶神经算子(RFNO)。RFNO
可以减弱误差反向传播过程中梯度消失挑战，从而提高训练的计算效率。此外，不同网络层次之间的残

差连接使得 RFNO 能够有效利用不同层次特征的互补性，从而提高神经网络的泛化能力。基于简单分层

模型和 Marmousi 模型的数值实验，验证了所提出的深度神经方法在重复求解不同物性参数的波动方程上

的有效性。 

2. 频率域声波方程 

声波方程描述了振动在声学介质中的传播规律。时间域和频率域声波方程在许多科学和工程问题中

起着重要作用。本研究仅关注频域中的声波方程。在各向同性和非均匀声学介质中，具有恒定密度的二

维频域声波方程即为著名的亥姆霍兹方程(Helmholtz equation)： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

T2
2, , , , ,u u s x z D

c
ωω ω ω δ∇ + = = ∈x x x x

x
                    (1) 

其中， ( ), ,u x z w 表示压力波场，ω代表角频率， ( ),c x z 表示介质中的波传播速度， ( )s ω 是小波函数， 2D ⊂ 
是有界的开集，δ 是狄拉克函数。声波方程(1)的解可以形式上写为： 

( )( ) ( ), , , .F c s u wω =x x                                   (2) 

( ), ,F c sω 可以被视为从 ( ), ,c sω 到解空间的非线性算子。 

3. 改进的傅里叶神经算子 

考虑基于傅里叶神经算子对非线性算子 ( ), ,F c sω 进行近似。为此，设为 ( ), ,c sω 组成的函数空间，

假设  为声波方程解的函数空间。因此，非线性算子是一个映射： :F   。 
FNO 是一种被广泛应用和研究的神经算子方法之一。FNO 采用全连接神经网络将输入 a∈映射到

更高维空间中的表示 ( )0v P a= ， 0v 称为初始状态。然后，进行迭代更新 T，即 0 1 i Tv v v v  
，再

使用另一个全连接神经网络将最后的状态 Tv 转化为低维空间 ( ) ( )Tu Q v=x 中作为 RNO 的最终输出。在

迭代更新过程中，每一次更新定义为： 

( ) ( ) ( )( )( )( )1 ,j jv Wv Kσ φ+ = +x x x                             (3) 

其中，W 是一个线性变换(例如，全连接网络、卷积网络)，σ 是一个逐元素作用的非线性激活函数，用于

增加神经网络的表示能力，K 表示由φ参数化的有界线性算子，通常定义为： 

( )( )( ) ( ) ( ), d .i iD
K v vφφ κ= ∫x x y y y                             (4) 

在公式(3)和(4)中，W 和φ都构成了 FNO 的可学习参数。 
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Table 1. Detailed input and output dimensions of the RFNO architecture 
表 1. RFNO 架构的详细输入和输出维度 

 Layer Input dimension Output dimension 

Input - [84, 84, 5] - 

Lifting nn.Linear [84, 84, 5] [84, 84, 32] 

Reshape Permute [84, 84, 32] [32, 84, 84] 

Up-padding F.pad [32, 84, 84] [32, 89, 89] 

Fourier Fourier [32, 89, 89] [32, 89, 89] 

Fourier Fourier [32, 89, 89] [32, 89, 89] 

Fourier Fourier [32, 89, 89] [32, 89, 89] 

R-Fourier R-Fourier [32, 89, 89] [32, 89, 89] 

De-padding De-padding [32, 89, 89] [32, 84, 84] 

Projection MLP [32, 84, 84] [2, 84, 84] 

Output MLP [2, 84, 84] [2, 84, 84] 

 

 
Figure 1. The architecture of RFNO, where li denotes the Fourier layer and ki denotes the R-Fourier layer. 
图 1. RFNO 的架构 RFNO 的架构：li为傅里叶层，ki为 R-Fourier 层 

 
为了加速公式(4)的积分过程，一个合理的核函数的选择是 ( ) ( ),φ φκ κ= −x y x y ，该选择从基本解的

角度来看是一个自然的选择，于是公式(4)因此成为了一个被广泛熟知的卷积算子： 
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( )( )( ) ( ) ( )d .i iD
K v vφφ κ= −∫x x y y y                             (5) 

通过应用卷积定理，可以利用傅里叶变换高效地计算公式(5)，即 

( ) ( ) ( ) ( )1 ,i iK v x x v xφφ κ−   =                                  (6) 

其中 表示傅里叶变换， 1− 表示逆傅里叶变换。值得注意的是，公式(6)可以通过使用快速傅里叶变换来

进行高效计算。为了增强 FNO 对偏微分方程算子的表示能力，并缓解训练过程中梯度消失的难题，在傅

里叶层中的引入残差网络。图 1 展示了本文的神经网络架构，本文将其称为 RFNO。在图 1 中，RES 代

表残差网络。RFNO 由传统的傅里叶层和 RES 层交替组成，共有 34 层，具体的 RFNO 网络结构如表 1
所示。RFNO 的优势在于傅里叶层将数据集变换到傅里叶域(频率特性)，以及残差网络合理运用不同层之

间的特征信息。 

4. 数值实验 

在本节中，主要关注基于二维频域声波方程的 RFNO 的数值性能。RFNO 的输入包括速度、频率和

震源位置信息。标签是基于传统高阶有限差分方法得到的声波方程数值解，对应于给定的速度、频率和

震源。因此，数据集表示为 ( ){ }, , , , ; ,
N

i i i i i i i i
S v w s x z a b= ，其中 iv 是 x zn n× 网格上的速度模型， iw 表示频率

信息(考虑频率的幅度， iw 范围为 3 到 15 Hz)， is 表示源位置信息， ( ),i ix z 表示计算域的离散化， ia 表示

频域压力波场的实部， ib 表示频域压力波场的虚部。当数据输入 RFNO 时，输入数据有五个通道，第一

个通道是速度分布，第四个和五个通道是计算域的离散化，即 ( ),x z 。需要注意的是，第二个通道表示频

率信息，第三个通道表示震源位置。根据这些输入数据，RFNO 的输出数据包含两个通道。其中一个通

道是波场的实部，另一个通道是波场的虚部。 
本文的数值模拟实验在 GPU (GeForce GTX 1080 VTi)上进行。RFNO 是基于 PyTorch 深度学习框架

实现。激活函数为 GELU 函数，损失函数定义为 2l 范数。在训练过程中，使用的优化求解器为 Adam，

初始学习率设置为 410− ，总的训练时间约为 1.2 小时。 

4.1. 简单分层模型 

为了评估所提出方法的数值性能，先使用一个简单的数据集来训练 RFNO，该数据集仅包含简单的

分层模型。数据集包含 1000 个样本数据，其包括均质速度模型、双层速度模型和四层速度模型。每个模

型维度大小为 84 × 84，并且 20 mx z∆ = ∆ = ，速度范围为 2500 m/s 至 4000 m/s。图 2 中的(i)展示了数据

集中的部分简单模型。在这个实验中，使用 900 个速度模型进行训练，100 个速度模型进行测试。RFNO
进行了 100 个 epoch 的训练，批量大小为 20。在训练过程中，使用 12 个傅立叶模式，傅立叶层的宽度设

置为 32。 
图 2 中的(ii)到(vi)展示了分层模型下的不同物性参数的波场模拟结果，首先图(ii)为单源单频时 RFNO

进行的数值性能测试，在这个实验中，频率为 8.25 Hz，源位于计算域的中心位置，再结合图(vi)中训练

集每次训练迭代的相应损失函数的变化，结果表明 RFNO 模拟波场结果与实际波场值非常接近，成功地

捕捉了波场的细节。其次，在多源单频的情况下，选取 5 个源的位置：(0.42 km，0.84 km)、(0.84 km，

0.42 km)、(0.84 km，0.84 km)、(0.84 km，1.26 km)和(1.26 km，0.84 km)，频率为 8.25 Hz。图(iii)为 RFNO
计算的数值结果，从图中可以看出对于简单分层模型下，RFNO 的结果还是比较理想的。针对单源多频

模拟问题，图(iv)所示单源多频结果，从图中以及结合表 2 可以得出，随着频率的升高 RFNO 的模拟精度

逐渐降低。最后，在多源多频率的图(v)情况下，低频的训练集和验证集波场模拟结果是非常好，但对于

测试集是高频的波场模拟总体效果不错。 
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(a)                       (b)                       (c) 

   
(d)                       (e)                        (f) 

   
(g)                       (h)                       (i) 

(i) 简单分层模型 

    
(a)                       (b)                       (c)                       (d) 

    
(e)                       (f)                       (g)                       (h) 

    
(i)                       (j)                        (k)                       (l) 

(ii) 简单分层模型下单频单源对应的波场图，震源位置为(0.84 km，0.84 km)，频率为 8.25 Hz 

注：第一行为训练集，第二行为验证集，第三行为测试集；第一列为速度模型，第二列为实际波场，第三列为 RFNO
模拟的波场，第四列为两者之间的差值。类似的图一样的含义。 
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(a)                       (b)                       (c)                       (d) 

    
(e)                       (f)                       (g)                       (h) 

    
(i)                       (j)                        (k)                       (l) 

(iii) 简单分层模型下单频多源对应的波场图，震源位置为(0.42 km，0.84 km)、(0.84 km，0.42 km)、 
(0.84 km，0.84 km)、(0.84 km，1.26 km)和(1.26 km，0.84 km)，频率为 8.25 Hz 

    
(a)                       (b)                       (c)                       (d) 

    
(e)                       (f)                       (g)                       (h) 

    
(i)                       (j)                        (k)                       (l) 

(iv) 简单分层模型下多频单源对应的波场图，震源位置为(0.84 km，0.84 km)，且从上至下频率分别为 
13.42 Hz，11.14 Hz 和 7.19 Hz 
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(a)                       (b)                       (c)                       (d) 

    
(e)                       (f)                       (g)                       (h) 

    
(i)                       (j)                        (k)                       (l) 

(v) 简单分层速度模型下多频多源对应的波场图，震源位置为(0.42 km，0.84 km)、(0.84 km，0.42 km)、 
(0.84 km，0.84 km)、(0.84 km，1.26 km)和(1.26 km，0.84 km)，且从上至下频率分别为 7.82 Hz，9.59 Hz 和 4.38 Hz 

 
(vi) 训练集和验证集的损失函数变化曲线 

Figure 2. Computational results of layered model 
图 2. 分层模型的计算结果 

4.2. Marmousi 模型 

进一步评估 RFNO 在 Marmousi 模型中的波场模拟结果， x z∆ = ∆ = 20 米，维度大小为 501 × 166，如

图 3 中(i)所示，随机切片选取 1000 个 84 × 84 的速度模型作为样本数据，部分随机切片得到数据集如图

3 中(ii)所示，速度取值范围为 1500 m/s 至 4600 m/s。在这个实验中，其他设置与简单分层模型一致。 
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图 3 中的(iii)到(vii)展示了不同频率、震源位置在 Marmousi 模型中的实验结果，首先图(iii)为单源单

频时 RFNO 进行的数值性能测试，在这个实验中，频率为 8.25 Hz，震源位置为(0.84 km，0.84 km)，以

及结合图(vii)中训练集的损失函数变化呈不断下降的趋势，结果表明 RFNO 模型的参数不断优化，与实

际波场值之间的误差逐渐减小，说明训练算法的收敛性。其次，在多源单频的情况下，图(iv)展示了在使

用新的数据集进行测试时断层引起的散射现象，使得模拟结果与实际波场测试值之间存在一定的差异。

针对单源多频模拟问题，从图(v)以及结合表 2 展示的不同源和频率下的损失函数值来看，频率因素对于

模拟结果具有重要影响，特别是在高频情况下，频率的变化会导致波场传播更加复杂，RFNO 的模拟结

果与实际波场值存在较大差异。最后，在多源多频的图(vi)情况下，低频时可以成功模拟大部分波场，并

且模拟结果与实际波场值相符合，然而在高频和与断层相关的情况时，模拟结果对于捕捉细节和快速变

化的波场特征变得更加困难和有挑战性，模拟结果还是能够捕捉到波场的主要特征。 
 

 
(i) 维度为 501 × 166 的 Marmousi 模型 

   
(a)                       (b)                       (c) 

   
(d)                       (e)                       (f) 

   
(g)                       (h)                       (i) 

(ii) 部分随机切片的数据集 
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(a)                       (b)                       (c)                       (d) 

    
(e)                       (f)                       (g)                       (h) 

    
(i)                       (j)                        (k)                       (l) 

(iii) Marmousi 速度模型下单频单源对应的波场图，震源位置为(0.84 km，0.84 km)， 
频率为 8.25 Hz 

    
(a)                       (b)                       (c)                       (d) 

    
(e)                       (f)                       (g)                       (h) 

    
(i)                       (j)                        (k)                       (l) 

(iv) Marmousi 速度模型下单频多源对应的波场图，震源位置为(0.42 km，0.84 km)、(0.84 km，0.42 km)、 
(0.84 km，0.84 km)、(0.84 km，1.26 km)和(1.26 km，0.84 km)，频率为 8.25 Hz 
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(a)                       (b)                       (c)                       (d) 

    
(e)                       (f)                       (g)                       (h) 

    
(i)                       (j)                        (k)                       (l) 

(v) Marmousi 速度模型下多频单源对应的波场图，震源位置为(0.84 km，0.84 km)，且从上至下频率分别为 
3.44 Hz，14.55 Hz 和 9.84 Hz 

    
(a)                       (b)                       (c)                       (d) 

    
(e)                       (f)                       (g)                       (h) 

    
(i)                       (j)                        (k)                       (l) 

(vi) Marmousi 速度模型下多频多源对应的波场图，震源位置为(0.42 km，0.84 km)、(0.84 km，0.42 km)、 
(0.84 km，0.84 km)、(0.84 km，1.26 km)和(1.26 km，0.84 km)，且从上至下频率为 6.64 Hz，5.78 Hz 和 6.39 Hz 
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(vii) 训练集和验证集的损失函数变化曲线 

Figure 3. Computational results of Marmousi model 
图 3. Marmousi 模型的计算结果 

 
Table 2. Loss function values for different sources and frequencies 
表 2. 不同源和频率下的损失函数值 

 单源单频 多源单频 单源多频 多源多频 

简单分层模型 0.0235 0.0248 0.1224 0.1401 

Marmousi 模型 0.1463 0.3469 0.4100 0.5102 

 
此外，相比于有限差分方法(FDM)，RFNO 展现出更快的波场推断速度。在 Marmousi 模型数据集中，

选取 100 个模型进行波场模拟对比实验，传统的有限差分方法需要 40.96 秒，而 RFNO 仅需要 2.33 秒，

是传统差分法的 17 倍，说明 RFNO 在波场推断方面具有显著的优势，能够更高效地进行模拟和预测。 

5. 总结 

频率域波动方程的传统数值求解方法具有模型参数和网格依赖性。本文结合残差网络和傅里叶神经算

子提出了一种改进的傅立叶神经算子方法(RFNO)。针对二维频率域声波方程数值求解问题，基于简单分层

模型和 Marnousi 模型进行数值实验，实验结果表明，本文提出的 RFNO 方法在处理多频率和多源问题时能

够获得令人满意的波场模拟和较低的损失函数值结果，特别是在低频问题上表现出色。然而，在 Marmousi
模型实验中，由于波场较复杂，本实验使用的三个傅里叶层组成的网络不能较好地学习该复杂的波场特征，

导致精度较低，可以增加网络的层数来提高网络的表示能力，以提高 RFNO 模型对复杂波场的建模能力。

此外，与传统的数值求解方法相比，经过训练的 RFNO 模型在波场推理方面对不同物理参数的波场具有高

效的推理速度。RFNO 方法的高效性使得其可以作为反问题求解过程中的一种正问题求解的方法选择。 
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