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摘  要：在本文中，我们研究了二阶微分方程：当 f ，f 的系数具有相同级且等于 1 时，方程的解的

不动点以及解与小函数之间的关系。 
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1. 引言与结果 

在本文中，我们使用值分布论标准记号(见[1])。另外，使用  f 表示亚纯函数  f z 的级，  2 f 表示  f z

的超级，  f 表示  f z 的零点收敛指数，  f 表示  f z 的不同零点叙列的收敛指数。我们还使用  f 
表示亚纯函数  f z 取小函数 的点的收敛指数，  2 f  表示  f z 取小函数 的点的二级收敛指数，用  f
表示  f z 的解的不动点的收敛指数，  2 f 表示  f z 的解的二级不动点的收敛指数。 

关于二阶微分方程解的不动点问题，许多作者已有研究。当二阶微分方程中  f z 的系数为多项式且次数大

于等于 1 时，陈宗煊在文[2]中得到结论： 

定理 A 假设 是多项式，次数 P z  deg 1P z n  ，那么微分方程 

  0f P z f                                             (1.1) 

的所有非零解都有无穷多个不动点，且不动点的收敛指数满足     2

2

n
f f  

  。 

在方程(1.1)的基础上，若 为超越亚纯函数，吕巍然在文[3]中证明了结论：  P z

定理 B 假设  P z 为超越亚纯函数且  , P 0  ，那么方程(1.1)的所有非零亚纯解  f z 及其 ,f f 有无穷
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多个不动点，满足        f f f f         和        2 2 2 2f f f      

,

f 。 

关于解与小函数的关系问题，也有许多研究。当 f f 

1 0 0bzA e f 

的系数具有不同级或者具有相同级但是级不等于 1

时，考虑二阶微分方程 

azf A e f                                        (1.2) 

若  jA z  0  0,1   1jA j 是整函数且 ，陈宗煊和孙光镐在文[4]中得到如下结果： 

是整函数且   1jA jA z  0  0,1j 定理 C 假设   。 是复常数且满足 和 或 

。如果

,a b ab  0 arg arga b

0a cb c   1  z  0 是有限级整函数，那么方程(1.2)的每一个解  f z   0 满足 

     f   f f        。 

定理D 假设   , ,jA z a b满足定理C的假设条件。假设   0,1,2 是不全恒jd z j 等于零的多项式，  z  0

整函数，如果是级小于 1 的  f z  0 是方程(1 函数解，那么微分多项式   2 1 0g z d f d f d f    满.2)的任一整

足  g   。 

本文考虑二阶线性微分方程： 

    0Q z f f P z f                                        (1.3) 

其中 是整函数，满足    ,P z Q z

     1
nz ze a z e  zP z a z                                  (1.4) 

     1
sz zb z e  sQ z b z e                                   (1.5) 

    0n sa z b z  ， ，   1, ,na z a z    1, ,sb z b z 是多项式，并且满足下面(1.6)式和(1.7)式。 

   1j j

d d
j jd j d

a z a z a z


   1
1 0 1, ,j j

j ja z a j n
                           (1.6) 

     1
1 0 1, ,k k

k kb z b k s     

  01
, , ,

j j

1k k

m m
k km k mb z b z b z                       (1.7) 

其中 均是整数， 0, 0 1, , ; 1, ,j kd m j n k s     jd jj d
a a a


  1, ,

kkm k kmb b  ； 是常数，0, kb 0
jjda  ，

。 0
kkmb

已有作者研究过此类方程，如文[5]。他们证明了：当 n s 时，方程(1.3)的每一个解  f z  0 满足

。而关于方程(1.3)的解的不动点以及解与小函数的关系尚未得到研究。本文中，作者研究了方程(1.3)

的解的不动点以及与小函数的关系，得到下面的结论。 

 2 1f 

定理 1.1 假设 满足(1.4)~(1.7)式，   ,P z Q z  f z 是方程~(1.3)的任一非零解，  z  0 是有限级整函数，

且 。那么有 0 m    in 1,z f        2 2f f 2 2f           f 。 

定理 1.2 假设 满足(1.4)~(1.7)式，   ,P z Q z      0 1 2, ,z d z d zd 不全恒等于零的多项式，  是 z  0 是级

小于 1 的整函数，若 f 是方程 (1.3)的任一无穷级解，那么微分多项式   02 1g z d f d f  d f  满足

   2 2g f    。 

若令小函数 ，则得到下面关于不动点的结论：  z z 

推论 1.3 假设    ,P z Q z



满足(1.4)~(1.7)式，则方程(1.3)的每一个无穷级解 f 均有无穷多个不动点，即

。同时，所有不动点的二级收敛指数均等于 f 的超级，即   f f     2 2 f f  。 

2. 为证明定理所需的引理 

引理 2.1[6] 设 0 1 1, , , ,kA A A  F  0 为有穷级亚纯函数。如果  f z 是方程 

的一个无穷级亚纯函数解，那么 f 满足：   1
0

k k
kf A f 
 1 1A f A f  F      f f f     。 

引理 2.2[5] 假设        1, , , , ,n sa z a z b z b z  1 是多项式，并且具有(1.6)式和(1.7)式的形式，     0n sa z b z  。
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   ,P z Q z 满足(1.4)~(1.7)式，那么当 时，方程(1.3)的每一个解n s  f z  0 满足 。  2 1f 
   1 0k k

ka a  
引理 2.3[5] 令亚纯函数 是方程1 2, ,f f , , kf 1 0    的一组线性无关解，那么亚纯系数 

 1k  满足性质：      1, , k, lO og max , :j sm r a T r f s 0, ,ja j      。 

引理 2.4[4] 假设 f 是无穷级整函数，   0,1,2j   z d 2 1 0f d f d f   jd z 是不全恒为零的多项式。那么

具有无穷级。 

3. 定理 1.1 的证明 

       2 2 ,g f g f2假设 f 是方程(1.3)的任一非零解，令      g z f z z  ，那么 2      。由(1.3)

式得  g Pg Qg P Q          。显然 0P Q      。否则， 是方程(1.3)的一个解，这与    f  
矛盾。故有： 

1 1 g g
P Q

g


 g P Q g  
  

    
                             (2.1) 

所以 

    1

1 1
, , , , , ,m r m r m r m r P m r Q C
g P Q g  

      
                   

g g
m r

g





       (2.2) 

2

1 1
, , 3 ,N r N r N r C

g P Q g  
     

             

1
                        (2.3) 

由(2.2)，(2.3)式可得 

      3

1 1 1
, , , 3 , , , , ,

g g
T r c T r N r m r m r m r P m r Q C

g P Q g g g  
          

                            
T r P     (2.4) 

因为
 

 , log ,
kg

m r C rT r g
g

 
  

 
，除去一个线测度为有穷的集合  0,E   。所以有 

         4

1 1
, , 3 , 2 log , , ,T r g T r N r C rT r g m r P m r Q C

P Q g  
   

            
         (2.5) 

   故： 2 2g g  。所以    2 2g g  。即：    2 2f f    。 

又令            ,f z z d z f z z      ，那么      2 2 2h d    f ，    2 2h f    ， h z

   2 2 fd    。对方程(1.3)两边微分，由 f h     , , ,
f Pf

f h f h        f
Q

 
  得到： 

Q PQ Q P
h P h P Q h P P Q

Q Q Q

Q

Q
  
                                  

        


。 

下面验证 0
Q PQ

P P Q
Q Q

  
              

   
。令

Q P
F P P Q

Q Q

Q  
              

   
，由于   1   ，

我们分以下三种情况讨论。 

1) 当 时，n s     1 1n

n

d nz
ndF n s a z e        。若  + 0n s    ，则 。所以就有

，与 矛盾。故

 
1

s n ze   c

  1      1  + 0n s    。又 0
nnda  ，所以 0F  。 

2) 当 n 时，s   1 1n s

n s

d m nz
nd smF a z b z e       。若 0n s

n s

d m
nd sma z b z    ，则 
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1

2

3

1
1

1

m ds n
sms

nd s sn

sms

ndn

b z
c

a m d

s n

b

ac
s n

e m d

e z m d



 

 
 




    

   

 

那么有 或 ，与 矛盾。所以  0     1    0   1 0n s

n s

d m
nd sma z b z    。于是 0F  。 

3) 当 n 时， 。因为s  1 1s

s

m
smF b z e    nz 0, 0

ssmb   ，所以 0F  。 

综上而得： 0
Q PQ

P P Q
Q Q

  
              

   
。故有 

1 1 h Q h P
P P Q

h h QQ PQ
P P Q

Q Q
  

 Q

h Q

                        
   


                (2.6) 

又  4, ,f d f d f d            。用上面类似的方法可以验证 3 2 0PQQ Q P Q    。再由方程(1.3)得 

   2 2 2 2

3 2

PQd P Q P Q Q d PQ P Q P Q Q
f

PQQ Q P Q

          


  
,                (2.7) 

   
2

Qd PQ Q d Q PQ Q
f

PQ Q P Q

        
 

  
.                               (2.8) 

对方程(1.3)两边进行两次微分得 

     4 2 2f Pf P Q f P Q f Q f             0                          (2.9) 

将  4, , , ,f f f f f   代入(2.9)式中得到 

 d d d                                                   (2.10) 

其中 

2 3 2 2

3 2

2P QQ PQ PP Q PQQ P Q Q Q

PQQ Q P Q


        


  

2

 

3 2 2 2 2 2 2 2

3 2

2 2 2 2 2PP QQ P Q P Q PP Q P QQ PQ Q QQ P QQ P QQ Q Q

PQQ Q P Q


                    


  
 

接下来验证 0      。令 I       ，分以下三种情况： 

情况 1： 时，此时n s   
2 2 2

1 1n

n

d nz
nd

s n ns
I a z e

s n
 
      

 。若
2 2 2

0
s n ns

s n
    


，则 

2 2

4
s2s n n

z c
s ne

 
 。那么有   1   ，与   1   矛盾。所以

2 2 2
0

s n ns

s n
    


。又 ，所以0

nnda  0I  。 

情况 2： 时，此时n s     2 2 1 1n z s n

n

s

nd d m d nz
nd

sm

a
I n s z a z e

b
 
 

     
 

 。若  2 2 0n z s

s

nd d m

sm

a
n s z

b
     ，

则 

 
   
 

 

12 2

5

2 2

6

1
1

1

d mn s
ndn

sm n ss

ndn

sms

a n s z
c

b d m

n s

a n s

bc
n s

e d

e z d m



 


 






m   
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于是有 或 ，均与 矛盾。所以  0     1     1     2 2 0n z s

s

nd d m

sm

a
n s z

b
    。又 ，所以0

nnda  0I  。 

情况 3：n 时，此时s      2 1n

n

d nz
ndI n s a z e      1 。若  2 0n s     ，则   72 s n z ce   。故有

，与 矛盾。所以  1      1  2 0n s     。而 0
nnda  ，于是有 0I  。 

综上而得： 0      。于是我们得到： 

1 1 d d

d d d
 

  
       

                           (2.11) 

对(2.6)，(2.11)式运用类似于(2.2)~(2.5)式的方法，可以得到： 

 

         5

1 1
, , 3 , 2 ,

           2 log , 2 , , , 2 ,

T r h T r N r N r
1

H QQ PQ
P P Q

Q Q

Q
C rT r h m r P m r Q m r P m r C

Q

  

 
 

                               
       

 






            (2.12) 

         6

1 1
, , 3 , 2 log , , ,T r d T r N r C rT r d T r T r C

d
 

  
               





     (2.13) 

其中 均为常数。所以, , , 1, ,7i iC C c c i          2 2 2 2,h h d     d 。故        2 2 2 2,h h d     d 。即：

     22 2f f f        。 

特别地，当 时，由引理 2.2 可以得到n s        2 2 2 2 1f f f f              。 

4. 定理 1.2 的证明 

考虑方程(1.3)，    ,z zP e Q e 中至少有一个是超越亚纯函数，故由引理 2.3，方程(1.3)至少有一个无穷级解。

假设 f 是方程(1.3)的一个无穷级解。 

情况 1：假设 2 0d  。令       2 1 0z g z z d f d f d f         。由于  f   ，故由引理 2.4，

。要证明     g f        g   ，只要证明     。由方程(1.3)得到： f Pf Qf    ，代

入 得到：  z

     1 2 0 2z d d P f d d Q f                                                  (3.1) 

对(3.1)式两边微分得到： 

       1 2 1 2 2 0 2 0 2 2z d d P f d d P d P d d Q f d d Q d Q f                      

将 f 代入上式中即有： 

     2
1 2 2 0 2 1 2 0 2 2 1 2z d d P d P d d Q d P d P f d d Q d Q d Q d PQ f                     

1

  (3.2) 

令 

2
0 1 2 0 0 2 1 1 2 2 0 2 1 2, ,d d P d d Q d d P d P d d Q d P d P                , 

1 0 2 2 1 2 1 0 0,d d Q d Q d Q d PQ H             . 

由 0 1 0 1, , ,    的表达式可得：     2 2 2 2 2
2 2 0 2 2 1 2 1 1H d P Q d Q d d P d PQ d d PQ        。下面验证 0H  。

分以下三种情况： 

1) 当 n 时，若s 0 0d  ，则   2
0 2 1 1H d d P   0 。若 0 0d  ，则： 
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2 2
2 2 1 2

1
2 2 2 2 1 2

1 1

   1 1n s

n s

n s zd m
n s nd sm

H d P Q d PQ d d PQ

d d nd z d m sd z d z d a b z e  

    

     




 

由于 2 0d  ， ，所以0, 0
n snd sma b  0H  。故当 时，n s 0H  。 

2) 当 n 时，则 s

    

    

2 2 2 2 2
2 2 0 2 2 1 2

1 1
2 0 1

2 2 2 2 1 2

1 1

   1 1
s n n s

s n n s

n s

n s

m d d m
sm nd n s zd m

n s nd sm
nd sm

H d P Q d Q d d P d PQ d d PQ

d b z d a z
d d nzd d m szd d z d a b z e

a b

   
 

      

 
         
 
 




 

同样地，由于 2 0d  ， 0, 0
n snd sma b  ，所以 0H  。 

3) 当 n 时，则 。显然，s  2 2
2 1 1H d Q    0H  。综上而得： 0H  。 

由(3.1)，(3.2)式得： 

  1 0

1
f 

H
                                         (3.3) 

  1 0

1
f 

H
                                          (3.4) 

对(3.4)式两边微分得到： 

      0 1 0 0 1 12

1
f H H H H H H

H
                                    (3.5) 

将(3.3)，(3.4)，(3.5)式代入方程(1.3)中得到： 

0 1 0 0 0 1 1 1
2 2

0 1 0 0 0 1 1 1
2 2

     

 

H H H PH H H HQ

H H H
H H H PH H H HQ

H H H

       
 

       



  

          

               

          (3.6) 

下面证明 0 1 0 0 0 1 1 1
2 2

0
H H H PH H H HQ

H H H

       
 

 


          。也就是证明 

   0 1 0 0 0 1 1 1 0H H H H PH H H HQ                                    (3.7) 

考虑(3.7)式不等号左边 ze 次数的最高项。 

1) 时，n s ze 次数的最高项为：  1 1PH QH   。此式中 ze 的最高次数为 ，最高次数项的系数为： 4nze

 4 2 4 4 24 2 3 2 4 2 4 2 4 2
2 2 22n s n s n s

n s n s n s

d m d m d msz sz sz
nd sm nd sm nd sma b d z e a b d z e a b d z e     



             (3.8) 

即： 。  44 2 2
2 2 2 2n s s s

n s s s

d m m msz sz sz
nd sm sm sma b d z e b d z e b d z e 

因为 ，0, 0
n snd sma b  2 0d  ， 0  ，所以(3.8)式不恒等于零，故(3.7)式不恒等于零。 

2) 时，n s ze 次数的最高项为： 2
1 0Q   。此式中 ze 的最高次数为 4sze ，最高次数项的系数为： 

  22 2
2 2

s s

s s s

m m
sm sm smb d z b d z b z sm                                    (3.9) 

即： 44 3
2

s

s

m
smb d z 。因为 0

ssmb  ， 2 0d  ， 0  ，所以(3.9)式不恒等于零，故(3.7)式不恒等于零。 

3) 时，n s ze 次数的最高项为：  1 1PH QH   。此式中 ze 的最高次数为 ，最高次数项的系数为： 4nze

 4 2 4 4 24 2 3 2 4 2 4 2 4 2
2 2 22n s n s n s

n s n s n s

d m d m d msz sz sz
nd sm nd sm nd sma b d z e a b d z e a b d z e     



              (3.10) 

即： 。  44 2 2
2 2 2 2n s s s

n s s s

d m m msz sz sz
nd sm sm sma b d z e b d z e b d z e 
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因为 ，0, 0
n snd sma b  2 0d  ， 0  ，所以(3.10)式不恒等于零，故(3.7)式不恒等于零。综上可得(3.7)式

不恒等于零。 

情况 2：假设 ，2 0d  1 0d  ， 0 0d  。此时， 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0, , ,d d d P d d d 1d           。采用上述类

似方法也可以证得(3.7)式不恒等于零。 

情况 3：假设 ，2 0d  1 0d  ， 0 0d  。或者 2 0d  ， 0 0d  ， 1 0d  。同样采用上述类似方法即可证明(3.7)

式不恒等于零。 

令 0 1 0 0 0 1 1 1
2

H H H PH H H HQ
G

H H H

       
2

 
               

 ，由(3.6)式可以得到： 

0 1 0 0 0 1 1
2

1 H H H PH 1
2

H H HQ

HG H G H G

       
  

         
                  (3.11) 

对(3.11)式运用类似于(2.2)~(2.5)式的方法可以得到： 

     0

1 0 0 0 1 1 1
2 2

1
, 3 , 2 log , ,

            , ,

T r N r C rT r T r
HG

H H H PH H H HQ
T r T r c

H G H G


 


      

          
              

  


          (3.12) 

其中 均为常数。所以,C c    2 2    。故    2 2    。也就是     2 2 2 g g      f 。自然地，

     g f  。 

5. 推论 1.3 的证明 

若小函数 z  ，则转化为不动点问题。 

假设 f 是方程(1.3)的一个无穷级解，令    g z f z z  ，那么       , g f g f     。(1.3)式则化为下

式： 

g Pg Qg P Qz                                           (4.1) 

对于(4.1)式我们只需证明 0P Qz  。由(1.4)~(1.7)式得 

  
  

  
  

1 1

1 1

1 1

1 1

1
1 01

1
1 1 1

1
01

1
1 11 1

              

              

              

n n

n n

s s

s s

d d nz
nd n nn d

d d z
d d

m m

10

0

sz
sm ss m

m m z
m m

P Qz a z a z a z a e

a z a z a e

b z b z b z e

b z b z b z e













     

    

    

    



 

 

 

                          (4.2) 

对(4.2)式考虑 ze 次数的最高项。 

当 时，我们分以下三种情况： 0z 

1) 时，(4.2)式中n s ze 次数的最高项为   1
1 01

n n

n n

d d nz
nd n nn da z a z a z a e

   

 
。由于 

，故 , 2, ,
jjd 0 1a j  n  

1
1 01 0n n

n

d d nz
n nn da z a z a z a e

   
nnd  。所以 0P Qz  。 

2) 时，(4.2)式中n s ze 次数的最高项为   1
01

s s

s s

m m sz
sm ss mb z b z b z e

   。由于 ，故 0 1,2, ,
iimb i   s

  1
s mb

0sb1 0s s

s s

m m sz
smb z z z e   。所以 0P Qz  。 

3) 时，(4.2)式中n s ze 次数的最高项为 

    1 1
1 0 01 1

n n s s

n sn s

d d m m sz
nd n sm ss ma z z z a b z b z b z e 

         nan da 。由于 ，  0 1, 2, ,
jjda j   n
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s 0 1,2, ,
iimb i   ，所以     1 1

1 0 01 1 0n n s s

n sn s

d d m m sz
nd n n sm sn d s ma z a z a z a b z b z b z e 

           。故 

0P Qz  。当 时，0z  0P Qz P   。 

综上可得 0P Qz  。由引理 2.1 得    g g  。即    f f   。又由定理 1.1 可知    2 2f f  。

特别地，当 时，有 [7-11]。 n     2 2 1f f s 

6. 致谢 

本人衷心感谢陈宗煊老师的悉心指导，同时感谢提供参考论文的各位作者。 

参考文献 (References) 

[1] 杨乐. 值分布论及其新研究[M]. 北京: 科学出版社, 1982. 
[2] 陈宗煊, 二阶复域微分方程解的不动点与超级[J]. 数学物理学报, 2000, 20(3): 425-432. 
[3] 王王君, 吕巍然. 二阶线性微分方程亚纯解的不动点与超级[J]. 应用数学学报, 2004, 27(1): 72-80. 
[4] 陈宗煊, 孙光镐. 一类二阶微分方程的解和小函数的关系[J]. 数学年刊, 2006, A27: 431-442. 
[5] Z.-X. Chen, K. H. Shon. The hyper order of solutions of second order differential equations and subnormal solutions of periodic equations. 

Taiwanses Journal of Mathematics, 2010, 14(2): 611-628. 
[6] Z.-X. Chen. Zeros of meromorphic solutions of higher order linear differential equations. Analysis, 1994, 14: 425-438. 
[7] 何育赞, 肖修治. 代数体函数与常微分方程[M]. 北京: 科学出版社, 1998. 
[8] W. K. Hayman. Meromorphic functions. Oxford: Clarendon Press, 1964. 
[9] I. Laine. Nevanlinna theory and complex differential equations. Berlin: W. de Gruyter, 1993. 
[10] 徐峻峰, 仪洪勋. 微分方程的解和小函数的关系[J]. 数学学报, 2010, 53(2): 291-296. 
[11] 仪洪勋, 杨重骏. 亚纯函数的唯一性理论[M]. 北京: 科学出版社, 1995. 

 
 
 
 


