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摘  要：本文利用分析的方法，证明了一类两变量变分方程解的存在性并给出其显示构造。 
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1. 引言 

众所周知，有关最优化和控制理论问题的研究常常会涉及到变分方程[1,2]，因此研究变分方程解的存在性及

其构造就显得尤为重要。变分方程问题是附加了一些不等式约束条件的边值问题，因此它比单纯的方程问题要

复杂的多[3,4]。有关变分方程解的存在性证明或解的构造，没有比较系统的方法，每类问题由其自身的条件产生

独自的分析方法，即便是背景相近的一些变分方程，由于相应模型构造上的差异，其分析方法也有较大的差别。

本文研究一种两变量的变分方程问题，证明了其解的存在性并给出解的具体构造。证明方法是分析性的，但隐

含着较多的技巧。本文的变分方程来源于一类分红过程的比例再保险问题的奇异型随机控制，其在证明最佳奇

异控制的存在性和确定最优分红比例及最佳控制的具体构造中起着不可替代的作用，本文的结果可借鉴用于类

似文献[5]的奇异型随机控制问题 

2. 定理及证明 

本节先给出一个引理，此引理的结果在定理的证明中起着重要作用。 

引理 记 0 0 0    ， ， 均为常数，设 1 2 ， 为方程 2 2 2 2    0   的两个解，且 1 2  ，则有 

i) 1 20   ，且 2 1  ； 

ii) ，使得 0 |d b d    ， ， 
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  2 1 1

2

b de   


    . 

证明 i) 由方程可知， 1 2 1 22 2

2 2
0, 0

    
 

       ，即 1 与 2 异号，所以 1 0 2   ，又有 

1 2 2     。 

ii)由 i)可知 1 1

2 2

0 1
 
 

   ，， 2 1 0   。 0d  ，记    2 1 x df x e    ，则由其严格单调性可知存在唯

一 ，使得b d ，    1

2

f b



  ，至此引理得证。进一步，由引理中结论可解得 1

2 1 2

1
lnb d


  

 
     

。 

定理 设 0 0 0    ， ， 均为引理中所述，取
2

2 2
0

2
d


 

 


，由引理可得 1

2 1 2

1
lnb d


  

 
    





，

为任意常数，则存在 上二次连续可导的单调增函数0A  0 ，  u x ，满足 

i) ，有0x  ，    
0

0 lim 0
x

u x u x


  ，  ； 

ii) ，有 x b  ，  u x A  ； 

iii) 
 

     

  
 

 

     

     

22

2
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0,1

2
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2
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max 0

2 2
1

0
2

u x
u x x d

u x

u x u x u x u x u x u x d x b

u x u x u x b x








       

  



 
    



            

  
       


，

，

， 

. 

证明 以下分三个步骤来完成定理证明。 

第一步：分段定义函数 。  u x

当 0 x d  时，由方程
  
 

 
22

2
0

2

u x
u x

u x







 


 ，可解得  

2

2 2

2

2u x C x C x


   ，其中 C > 0 为待定参数，

2

2 22


 




2 2
0d




  为常数。 

当 时，微分方程d x b       21
0

2
u x u x u x     

0

的特征方程为 

2 2 2 2      , 

由引理可知 1 2,  为其特征根，从而微分方程的通解为 

  1 2
1 1

x xu x k e k e   , 

其中 为待定参数。 1 2,k k

当 时，直接定义b x        u x A x b u b   至此得到  u x 的分段表达式 

 
   

1 2
1 2

, 0

,

,

x x

C x x d

u x k e k e d x b

A x b u b b x



 

  


   
     



. 

第二步：为使 在 u x 0 ， 上二次连续可导，以下确定待定参数 。 1 2, ,C k k

I) 首先由定义知道 在 b 点连续，由二次连续可导，即  u x

Copyright © 2012 Hanspub 217



孙世良，黄晓倩  一类两变量变分方程解的显式构造 

   
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, 亦即
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, 

解上述方程组得 

  1

2
1

1 2 1

0
b

A
k
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
, 

  2
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0
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
. 

从而   1
1 2

2x xu x k e k e   为严格增函数，进一步可判断在区间  ,d b 上   0u x  ，这是因为 
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e
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II) 为使 在 点二次连续可导，即满足  u x d

   
   
   

u d u d

u d u d

u d u d

 
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. 

由上述第一式代入 可得 1 2,k k

    2 1

2 1

d b d bA
e e Cd  

 
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
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, 

从而求得 

   

 
2

1 2

2 1 2

0
d bA e

C
d





 
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 


. 

以下说明对上述求得的参数 ，第二、三式也成立。 C

第二式的左边 

             2 1 2 2 1 21 2 1 2 1
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2
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, 

第二式的右边 
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, 

所以第二式成立，这里用到 1 2

1 2

22

d

  
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. 

第三式的左边 
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


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  
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第三式的右边 
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所以第三式也成立，这里用到
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至此说明 在 二次连续可导，也是单调增函数。  u x 0 ， 
第三步：以下证明 满足定理中的三个条件。  u x

I) 当 0 x d  时，显然有 ，    21 0u x C x       
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 。 

当 时，代入 并整理得 d x b  1 2,k k
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当 时，b x     0u x  ，至此 i)得证，由函数的构造 ii)是显然的。 
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从而 
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当 时，有 ，所以b x        u x A x b u b      f A u x     ，从而 
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     
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        
. 

至此 iii)得证。 

综合以上三步得到 上二次连续可导的单调增函数为 0 ， 
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 
   

1 2
1 2

, 0

,

,

x x

C x x d

u x k e k e d x b

A x b u b b x



 

  
   
     

, 

其中待定参数分别为 

   

     
2

1 2

1 2 2 1
1 2

2 1 2 1 2 1 2 2 1

0,  0, 0
d b

b b

A e A A
C k k

d e e



 

   
        


     

     . 

至此定理得证。 
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