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Abstract: We use variational minimizing methods to study spatial restricted 3-body problems with a very 
small mass moving on the vertical axis of the moving plane for two masses. We assume the denominator ex- 
ponent 0   in the potential energy depending on distances. We use Jacobi’s necessary condition to prove 

the periodic solution is nonconstant for any period. 
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摘  要：在本文中，我们用变分法研究一类具有齐次势的空间限制三体问题。我们先用变分极小化方

法得到一个变分极小值点，然后应用雅克比必要条件证明该变分极小值点对应该空间限制三体问题的

非平面周期解。 
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1. 引言 

三个天体中，有一个天体的质量与其他两个天体的质量相比，小到可以忽略时，这样的三体问题称为限制

性三体问题。一般地把这个小质量的天体称为无限小质量体，或简称小天体；把两个大质量的天体称为有限质

量体。把小天体的质量看成无限小，就可不考虑它对两个有限质量体的吸引，也就是说，它不影响两个有限质

量体的运动。于是，对两个有限质量体的运动状态的讨论，仍为二体问题，其轨道就是以它们的质量中心为焦

点的圆锥曲线。根据圆锥曲线为圆﹑椭圆﹑抛物线和双曲线等四种不同情况，相应地限制性三体问题分四种类

型：圆型限制性三体问题﹑椭圆型限制性三体问题﹑抛物线型限制性三体问题和双曲线型限制性三体问题。图

1 限制性三体问题常用于研究月球火箭和行星际飞行器运动的简化力学模型和行星际飞行器运动理论。 

K. Sitnikov，Mathlouthis 等都曾用变分中的极小极大方法来研究限制三体题的周期解[1-7]。近来，张世清，

李凤英，赵晓晓研究了一类圆形限制 N + 1 问题的周期解。他们研究的是等质量的 N 个天体在同一个圆周上运

动，另外一个小质量的天体在过这 N 个天体公共质心且垂直于圆轨道平面的轴线上运动。他们用变分极小化方

法证明了此类问题非平面周期解的存在性。 
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Figure 1. The orbits of the restricted three body problem 
图 1. 限制三体问题轨道示意图 

 

在他们工作的的启发下，我们研究下述空间限制三体问题非平面周期解的存在性：质量为 1 2,m m  1 2m m

2m的两个质点绕着它们的公共质心做圆轨道运动。第三个质量很小的质点在过 的质心，且垂直 圆轨道

平面的直线上运动。假设平面圆轨道由下式给出： 
1 2,m m 1,m

   
2π 2π

1

1 1 2 2e , e
t 1

T Tq t r q t r
 

  
t
                          (1) 

半径 ， 是正常数。我们假设 1r 2r

   1 1 2 2 1 20,          1m q t m q t m m                            (2) 

 1q t ， 满足牛顿方程：  2q t

,        1, 2i i
i

U
m q i

q





                                    (3) 

李凤英，张世清，赵晓晓[8]研究了如下的势函数U  

1 2

1 2

m m
U

q q



 

我们考虑更广的势函数U  

1 2

1 2

,      0
m m

U
q q

  


 

小质量质点受到 ， 的引力，它的轨道1m 2m     0,0,z t q t 满足下面的方程： 

   
1

1 12 2 2 22 2
1 2

,
m z m z

z

z r z r


 
 

 
 

 
 2

                                (4) 

我们得到下面的定理： 

定理 1 方程(4)至少存在一个非平凡的周期解。 

注解  本文研究的是不等质量的限制三体问题，所考虑的势函数更加广泛，得到的非平面周期解对应变分

泛函最小值点，这种解恰恰是物理学家最关注的解。 

2. 预备知识 

下面引入一些记号： 

              1,2 2, , , ,W R TZ R u t u t u t L R R u t T u t     

      1,2
# , ,H z z W R TZ R z t z t     

1,2 2 2W L
z z z 

L
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 
   

1 2 1 2

0
2 2 2 22 2

1 2

1
d

2

m m
f z z

z r z r
 

 
 

  
   

  t  

泛函 f 在 #H 上的临界点就对应方程(4)的周期解。 

引理 2(Poincare-Wirtinger[9]) 

假设    1,2

0
, ,  d

TNq W R TZ R q t t  0 ，则 

   
2

2 2

0 0

2π
d d

T T
q t t q t t

T
   
    

引理 3(Palais’s 对称性原理) 假设 是一个有限群或者紧     , ,f x f x G x H       群 的正交表示，G

H 是一个实数域上的希尔伯特空间。 ，满足。 :f H R

记  , F x x x G      ，则泛函 在f F 上的临界点也是 在f H 上的临界点。 

引理 4[10] 考虑下面的二阶哈密顿系统T 周期解的存在性： 

 
     

, 0

0 ,  (0)

xx V x t

x x T x x T

 

 



 
                              (5) 

其中   nx t R 。 

若 满足下面的条件：  ,V x t 
(V1) 是 周期的，对任意的 ，   , nV x t C R R R   , T ,V t ,   nt R x R   ,V t  可微， 连续；  ,xV t x 

, ,(V2) ；    , ,x xV x t V x t t x     

(V3) 存在常数
24π

0 ,    a b
T

   0 ，使得   21
,

2
V t x x b  ，则(5)至少存在一个经典解。 

引理5(雅克比必要条件[11]) 假设 3 , F C R R R R   ，如果临界点  u u t 对应变分泛函     
0

, , d
T

F t u t u t t
在 1,2 ,W R TZ R上的最小值点，而且 0

u u
F

 
 ，则开区间  0,T 不包含与 0 共轭的点， 下面边值问

题： 

 0,c T 

 

   

d
0

d
0 0,  0

Ph Qh
t

h h c

  

 
                                (6) 

只有零解，其中 

1

2 u u u uP F                                       (7) 

1 d

2 duu uu u uQ F F
t

 
 
 


                                (8) 

3. 定理 1 的证明 

定理 1.1 的证明分为两部分。首先应用引理 2 至引理 4，我们将证明(4)存在一个奇轨道。然后我们应用引理

5 证明该奇轨道是非常值的。证明需要下面的引理： 

引理 6 质量为 平面圆形轨道的半径： 1 2,m m

1 1
2 22 2

1 2 12
,    

4π 4π

T T
r m r

      
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12
m                            (9) 
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证明：由(1)和(2)，可得 

1
2

2

m
r

m
 1r                                      (10) 

从(3)可以得到 
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把(1)、(2)和(10)代入(11)，得到 
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因此 

1 1
2 22 2

1 2 12 2
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接下来，应用引理 4 我们证明方程(4)存在一个古典解。 

记 

 
     

1 2

2 2 2 2 2 22 2
1 2

m m m
V z

z r z r z r

1

2
1
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 
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   0,   zV V z     z z ，因此很容易验证  V z 满足引理 4 中的(V1)~(V3)。结合引理 2 和引理 3，我们可知方

程(4)存在一个奇轨道，而且该轨道极小化泛函 f (定义域空间为 #H )。 

最后我们证明上面得到的极小点是非常值解。用反证法，假设上面得到的极小值点是方程(4)的常值解。由

于该常值解是奇函数，所以它只能是零解。 

记 

 
   

2 1 2

2 2 2 22 2
1 2

1
,

2
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F z z z
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 
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 
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则在 的邻域中，0z  f 的二阶变分由下式给出 

 

 1 2 2

0
dPh Qh  t                                     (12) 

其中 

0

1
,

2 2z z zP F   
1

                                      (13) 

1 2
2 2

1 20

1 d
,

2 d 2zz zz

z

m m
Q F F

t r r 


  



       
   

                       (14) 

(12)的欧拉方程称为 f 的雅克比方程，由下式给出： 
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 d
0,

d
Ph Qh

t
                                  (15) 

把(13)和(14)代入(15)式，得到 

1 2
2 2

1 2

0
m m

h
r r   

 
 h  

 
                                  (16) 

接下来，研究方程(16)加上边界条件    0 0, 0h h 1 的解。很容易得到： 

  1 2 1 2
2 2 2

1 2 1 2

sin ,
m m m m

h t
r r r r       

 
   

 
2
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                          (17) 

显然 在
1 2

2 2
1 2

0,

T

m m

r r  

 
 


 
  


 上不恒等于 0。 

应用柯西–施瓦茨不等式，可得到 

   

3 3
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2 2 2
2 1 21 2
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1
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由于 ，可以推出 1 2 1m m 
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1
1
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r r  



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从而 

1 2
2 2

1 2

1
T

m m

r r  

T


                               (19) 

由引理 6 可以得到 

1 2 1 2
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2π
,
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所以 
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h
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取 
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   
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可以得到 

Copyright © 2013 Hanspub 137 



齐英瑛 等  具有齐次势的空间限制三体问题的非平面周期解 

Copyright © 2013 Hanspub 138 

  0h c                                       (22) 

这与雅克比必要条件矛盾。从而证得用变分法得到的极小值点不是常值解。因此我们得到的周期解是非平面的

周期解。 

4. 结论 

以上我们用变分极小化方法得到了一类限制三体问题的非平面周期解，得到的非平面周期解对应变分泛函

的最小值点。我们得到的解是很有物理意义的解，根据物理学中最小化作用原理：物体真实的运动应该是某一

对应泛函的极小值点。因此我们得到的结论在物理学能够得到一定的运用。 
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