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Abstract: For C*-algebras  and W , we discuss some properties of the Banach*-algebra . Then, 
we prove that the operator space projective tensor product of C*-algebras preserves *-homomorphism and a 

universal property of Banach*-algebra 

V V W



V W

  will be given. At last, a characterization of the convergence 

property of dual space  is also obtained. V W
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摘  要：对于 C*-代数V 和W ，我们讨论 Banach*-代数V W

 的一些性质。接着我们证明 C*-代数的

算子空间投影张量积保持*-同态映射并给出 Banach*-代数V W

 的一个全局性性质。 后得到一个关

于对偶空间 的收敛性质的刻画。 V W
 

 


 

关键词：算子空间；投影张量积；C*-代数 

1. 引言 

给定一个 Hilbert 空间 H ，我们记 为 B H H 上的所有有界线性算子构成的空间。一个具体的算子空间V 就

是某 的一个闭子空间。对每个自然数 B H n ，矩阵空间  nM V 上的算子范数由包含关系：

 n n     n M V M

:

B H

V W

B H 所决定。在文[1]中 Ruan 给出了算子空间的公理化刻画。给定算子空间V 和W ，

线性映射  ， 的完全有界范数
cb

 定义为：  : nsup ncb
   ，其中 

        , ,: :n n n i j i jM V M W v v   。 

如果
cb

   ，则称 为完全有界映射。令  ,CB V W 记为V 到W 的完全有界映射全体构成的空间。 
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Blecher 和 Paulsen 在文[2]，Effors 和 Ruan 在文[3,4]分别独立的介绍了算子空间的算子空间投影张量积理论。

Kumar 在文[5]中首先考虑了 C*-代数的算子空间投影张量积。给定 C*-代数V 和W ，我们定义代数张量V W 上

的算子空间投影范数

 ：对于任意的元素 u V W  ， 

  inf :u v w u v w   

   ， 

其中 

   1, ,1, , ,pq p qM v M V w M W M     pq ,p q， 任意。 

V W 在该范数下的完备化空间我们记为V W

 。我们知道 C*-代数的代数张量积存在许许多多 C*-范数，在文

[5,6]中作者给出了V 在*-运算：v wW

 v w   



下只构成一个 Banach*-代数的证明并讨论了V 的双边理

想和中心等问题。虽然V 不构成一个 C*-代数，但仍有许多良好的性质值得我们进一步研究。 

W



W



在本文中，我们首先研究 Banach*-代数V W 的一些基础性质。命题 2.2 中我们证明作为 Banach*-代数V W



的子代数 构成 C*-代数且映射 是一个*-同构等距映射，其中,W VV I I W
 
  1 : :WV V I v v I


   W WI 分别记

为W 的单位元。在文[7]中作者论述了 C*-代数的 min 范数张量积是保持同态映射的，同理我们考虑 C*-代数的

算子空间投影张量积。接着我们在定理 2.5 证明 C*-代数的算子空间投影张量积保持*-同态映射，也就是说若

都是 C*-代数，映射, ,V V , W W :V V  和 :W W  都是*-同态，则映射 :V W V W      

 的

能够延拓成

一个*-同态映射 : 然后我们在定理 2.7 中我们给出 Banach*-代数V W 一个全局性性质：

若 都是 C*-代数，映射

V W

W

V  W
 

  。

:V W, ,V V   和 :V W   是满足 象中的元素和 象中的元素相交换的*-同态，则

一定存在唯一*-同态映射 使得: V V W


       1 2 1 2v v v v    ，其中 1 2,v V v V   。 后，在定理 2.8 中 

我们证明对于任意的元素 ，都存在一个网  S V W
  

 

 

 nS V W
  

 
 且满足 2nS  S ，使得 弱*收敛到 。 nS S

2. C*-代数的算子空间投影张量积 

C*-代数的算子空间投影张量积的定义在引言中已经给出，在此不再重述。另外本文所考虑的 C*-代数都是

包含单位元的。 

定理 2.1 给定 C*-代数V 和W ， 在*-运算：V W

 v w v w    下构成一个 Banach*-代数。 

证：因为 

  h h

V W V W

V V W W

V V W W

  

  



        
   
         
   

    

 

并且映射 都是完全有界的(其中: , :V h W hm V V V m W W W    hV W 为C*-代数V 和 的Haagerup张量积
[8])。从而我们得到映射： 

W

:V Wm m V W V W V W
                  

     
 

是完全有界的。特别的，V W

 是一个 Banach 代数。 

对于任意的元素 ， 都有分解： u V W  u

 u v w    

其中 
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   1, ,1, , ,pq p q pqM v M V w M W M     ， 

则  u v w      。从而根据算子空间投影范数定义得 u v w 


 ，即 u u


 。因为 u 的任意

性，用 替换 即得u u u u
 
 。也就是 u u

 
 。 

或证若 ，则由定义 u V W


 

  inf :u v w u v w   

   ， 

其中 

   1, ,1, , ,pq p q pqM v M V w M W M     ， 任意， ,p q

则对 的所有分解u  u v w   ，我们就得到了 u的所有分解：  u v w       。从而 

  
  

inf :

inf :

u v w u v w

v w u v w

u

  

   

        



    



 

  





。 

命题 1 的部分证明来源于文[5]。下面我们介绍 Banach*-代数V W

 的一些基础性质。 

命题 2.2 给定 C*-代数V 和W ， ,v WI I 分别记为 和W 的单位元。则我们有 V

1) 

 是一个交叉范数。即对于任意的 v w V W   ，都有 v w v w


  ； 

2) 在自然*-运算下构成 C*-代数； ,W VV I I W
 
 

3) 映射 是一个*-同构等距映射。 1 : ,WV V I v v I


  


W

2 : ,V VW I W w I   对称的，映射 也是一个*-同构等距映射。 w

证：1) 当V 和 为算子空间时，由文[9]知W V W

 的范数


 是一个交叉矩阵范数。也就说是对于任意的

，  ,v M V w Wp qM v w v w


  。特别的，当V 和W 是 C*-代数时，

 是一个交叉范数。 

2) 对于任意的元素 ， 都可以表示成Wu V I


  u Wu v I  的形式，其中 v V 。从而 。 Wu v I  

  
2 2

W W Wu u v I v I v v I

v v v u

  

 




    

  
。 

3) 对于任意的元素 v ，我们有 V

     1 1W Wv v I v I v        。 

另外对任意的元素 1 2,v v V ， 

        1 1 2 1 2 1 2 1 1 1 2W W Wv v v v I v I v I v v        。 

从而映射 1 是一个*-同构映射。由文[7]我们知道任意一个从 C*-代数映到 Banach*-代数的*-同构映射都是

范数增的，也就是象的范数大于等于原象的范数。从而 

 1 Wv v I


   v ； 

而 W Wv I v I v


   ，则映射 1 是一个等距映射。 

引理 2.3 对于任意的 C*-代数V 和W ，若映射 :V W  是一个*-同态，则 是一个完全压缩映射。 

证：首先，显然 C*-代数之间的*-同态 是一个压缩映射。又因为对每个自然数 ，相应的映射 n

   :n n nM V M W  仍然是一个*-同态，从而 就是一个完全压缩映射。 

引理 2.4 若 都是 C*-代数，映射, , ,V V W W  :V V  和 :W W  都是*-同态，则映射 
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:V W V W      也是一个*-同态。 

证：对于任意的元素 u V W  ，假定 有分解：u  u v w   ，其中 

   1, ,1, , ,pq p q pqM v M V w M W M     。 

则 

            

      

p q p q

p q

u v w v w v w

v w u

             

     

          

 

           

       

。 

对于基础张量 ，我们有 1 1v w

 
2 2,v w V W   

       
               
2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 1 2 2 1 1 2 2

v w v v w w v v w w

w w v w v w v w v w

   

         

       
                      

1 1

1 2

v w

v v

 

 

 

 

:V W


 

综上，映射 V W  

, ,V V W W

  



也是一个*-同态。 

上述命题的题设若改成 都是*-代数是仍然成立的。由文[10]我们知道算子空间的投影张量积是保

持完全压缩映射和完全商映射的。另外在文[7]中作者论述了 C*-代数的 min 范数张量积是保持同态映射的，同

理我们考虑 C*-代数的算子空间投影张量积，下面证明 C*-代数的算子空间投影张量积是保持*-同态映射的。 

, , ,V V W W

定理 2.5 若 都是 C*-代数，映射,  :V V  和 :W W  都是*-同态，则映射 

:V W V W      能够延拓成一个*-同态映射 :V W V W
 

    。 

证：由引理 4 我们已经知道映射 

:V W V W        

是一个*-同态，从而我们只需要再证  在

 下是连续的即可。对于任意的元素 ，假定 有分解：u V W  u

 u v w   ，其中    1, ,1,pq q pqM v w M W M    , ,pM V ，则 

         p q p qu v w v w v w          
 

        。 

上面第二个不等号我们用到了引理 2.3 的结论。又因为   inf :u v w u v w  

   ，从而 

 u u 


  。即  在

 下是连续的，从而可以延拓到V W


 。 

下面定理 2.7 我们给出V W

 的一个全局性性质。下述引理可以参考文[11]。 

引理 2.6 若 都是*-代数，映射, ,V V W :V W  和 :V W   是满足 象中的元素和 象中的元素相交换

的*-同态。则存在唯一*-同态 :V V W   使得    2v1 2 1( )v v v   ，其中 1 ,v V v2 V   。 

证：因为映射 

     1 2 1 2: ,V V W v v v v     

是一个双线性的，从而可以诱导出一个线性映射 :V V W   ，容易验证该映射就是满足要求的*-同态映射。 

定理 2.7 若 都是 C*-代数，映射, ,V V W :V W  和 :V W   是满足 象中的元素和 象中的元素相交换

的*-同态。则存在唯一*-同态 使得:V V


 W      2v 1 2 1v v v  ，其中 1 ,v V v2 V   。 

证：唯一性显然。另外由引理 2.6 知存在一个*-同态映射 :V V W   使得 

     1 2 1 2v v v v    ，其中 1 2,v V v V   。 

又因为任意一个 Banach*-代数映到 C*-代数的*-同态都是范数不增的，从而对于任意的元素 u V W  ，

 u u


 。即 在

 下是连续的，从而 可以延拓到V V


 。 

Copyright © 2013 Hanspub 179



季井先，陈培鑫  关于 C*-代数的算子空间投影张量积的一个注记 

Copyright © 2013 Hanspub 180 


下面我们给出 Banach*-代数V 的对偶空间W V W

 
 


 中的元素的一个逼近性质。 

定理 2.8 给定 C*-代数V 和W ，对于任意的元素 S V W
 

 

 ，都存在一个网  nS V W

 
 


 且满足 

2nS  S ，使得 弱*收敛到 。 nS S

证：首先我们有完全等距关系： 

 ,V W CB V W


   
 

。 

假定 ， : ,V W CB V W


   
 

s V W
   

 
，则      ,s v w s v w     并且  

cb
s s 。 

对于任意的元素 ，就存在相应的S V W
 

 

    ,S T CB V W   。由文[6]中的命题 1 知，存在一个网 

，使得   ,nT CB V W   2n cbcb
T T 和    lim n

n
T v 0T v  ，对所有 v V 。从而  nT 就决定了一个网 

，另外  nS V W
   

 

2 2n n cbcb
S T T S   。 

又因为    lim 0n
n

T v T v  ，则 

       
, ,

n

n

T v w T v w

S v w S v w

      

     0
， 

对任意的 都成立。即 弱*收敛到 。 ,v V w W  nS S
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