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摘  要 

本文研究了高阶齐次和非齐次线性微分方程无穷极亚纯解的增长性问题，使方程的零点和增长性得到了

精确估计。 
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1. 引言和结果 

本文使用值分布的标准记号(见[1] [2])，对于亚纯函数 ( )f z ，用 ( ) ( ) 1, ,f f
f

σ λ λ
 
 
 

分别表示亚纯函

数 ( )f z 的级，零点收敛指数和极点收敛指数，并引入以下定义： 

定义 1：(见[2])亚纯函数 ( )f z 的超级 ( )2 fσ 定义为 ( ) ( )
2

log log ,
lim

logr

T r f
f

r
σ

→∞
= 。 

定义 2：(见[3])亚纯函数 ( )f z 的二级零点收敛指数 ( )2 fλ 定义为 ( )2

1log log ,
lim

logr

N r
f

f
r

λ
→∞

 
 
 = ，二级

不同零点收敛指数 ( )2 fλ 定义为 ( )2

1log log ,
lim

logr

N r
f

f
r

λ
→∞

 
 
 = 。 

陈宗煊和杨重骏在文献[4]中证明了： 
定理 A：设 0 1, , kA A − 是整函数，满足 ( ){ } ( )0max ; 1, , 1jA j k Aσ σ= − < < ∞ 。 
则微分方程 

( ) ( )1
1 0 0k k

kf A f A f−
−+ + + =                            (1.1) 

每一个不恒为零的解 f 满足 ( ) ( )2 0f Aσ σ= 。 
定理 B：设 0 1, , kA A − 满足定理 A 的假设， 0F ≡/ 是整函数，且 ( )Fσ < ∞ 。则微分方程 

( ) ( )1
1 0

k k
kf A f A f F−
−+ + + =                            (1.2) 

所有解 f 满足 ( ) ( ) ( )2 2 0f f Aσ λ σ= = ，至多有一个例外解。 
廖莉和陈宗煊在文献[5]中证明了： 
定理C：设 0 1, , , 0kA A F− ≡/ 是亚纯函数，满足存在某个 ( )1 1sA s k≤ ≤ − 是超越的，并满足 

( ) ( ){ } ( ) ( ), , ,s s sN r A O m r A F Aσ σ= ≤ 和
( ) ( )

log ,
lim

log
s

sr

m r A
A

r
σ

→∞
= ≤ ∞。 

而对于其它 ( )jA j s≠ 满足 

( ) ( ){ }, , .j sT r A O m r A=  

如果(1.2)中的亚纯解极点重数一致有界，那么至少有一个亚纯解满足 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 .sf f f Aσ λ λ σ= = =  
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本文将定理 A，B 中方程的系数推广到了亚纯系数，将定理 C 的条件减弱，得到如下定理 
定理1：假设 0 1, , kA A − 是亚纯函数， ( )0, 0Aδ ∞ > ，满足 ( ){ } ( )0max ; 1, , 1iA i k Aσ σ= − < < ∞ 。若

0f ≡/ 是(1.1)的任一亚纯解，且 f 极点阶数有界，则 ( ) ( )2 0f Aσ σ= 。 
定理2：假设 0 1, , kA A − 满足定理1的假设， 0F ≡/ 是亚纯函数，且 ( ) ( )2 0F Aσ σ< 。若 f 是(1.2)的任

一亚纯解，且 f 极点阶数有界，则 ( ) ( ) ( )2 2 0f f Aσ λ σ= = ，至多除去一个例外解。 
定理3：假设 0 1, , kA A − ， 0F ≠ 是亚纯函数，存在某个 ( )1sA s k≤ ≤ 满足 ( ), 0SAδ ∞ > 及 

( ) ( )( ){ } ( )max , i sb F A i s Aσ σ σ= ≠ < < ∞  

如果(1.2)中的亚纯解极点重数一致有界，那么至少有一个亚纯解 f 满足 ( ) ( ) ( )2 2 sf f Aσ λ σ= = 。 

2. 引理 

引理1：(见[6])假设 ( )d z 是超越亚纯函数， ( )dσ β= < ∞ 。设 ( ) ( ){ }1 1, , ,m mk j k jΓ =  表示一个整数

对的有限集合，满足 ( )0 1, ,i ik j i m> ≥ =  。假定 0ε > 是任给常数，那么存在子集 ( )1 1,E ⊂ +∞ 具有有穷

对数测度，对满足 [ ] 10,1z r E= ∉  的所有 z 和 ( ),k j ∈Γ ，有 
( ) ( )
( ) ( )

( )( )1 .
k

k j
j

d z
r

d z
β ε− − +≤  

引理 2：(见[6])假设 ( )g z 是一个无穷级整函数，超级 ( ) ( )2 ,g v rσ σ= 。为 ( )g z 的中心指标，则有 

( )log log
lim .

log
g

r

v r
r

σ
→∞

=  

引理 3：设 ( ) ( )
( )

g z
f z

d z
= 为无穷级亚纯函数，其中 ( )g z 和 ( )d z 为整函数，且 ( )dσ β= < ∞ ， ( )2 gσ =  

( )2 0fσ > ,若 E 是线测度和对数测度均有穷的集合，则存在一列{ }( )k kr r →∞ ，且 kr E∉ ，当 z 满足 kz r=

且 ( ) ( ),kg z M r g= 时，有 

( ) ( )
( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )
2

log log
1 1 1 , lim .

log

nn
g k g k

k
k

v r v rf z
o n f

f z z r
σ

→∞

 
= + ≥ = 
  

 

证明：由归纳法，有 

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )1

1
1

1

0
.

n

n
n

jjn j nn
n

jj j
j j j

g g d df z c
d d d d

−

=

 ′ = +        
∑ ∑






                  (2.1) 

其中
1 njj jc


是常数， 1 22 nj j j nj n+ + + = 。因此 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

( )1

1
1

1

0
.

n

n
n

jn jn j nn

jj j
j j j

f z g g d dc
f z g g d d

−

=

 ′ = +        
∑ ∑






                  (2.2) 

由 Wiman-Valiron 定理(见[7]-[9])，存在一个对数测度有穷的集合 1H ，当 z 满足 1z r H= ∉ 及 ( )g z =

( ),M r g 时， 

( ) ( )
( )

( ) ( )( )( )1 1 1, , .
jj

gv rg z
o j n

g z z
 

= + = 
  


                         (2.3) 

将(2.3)代入(2.2)有 
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( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )1

1
1

1

0
1 1 1 1 1

n

n
n

jn j nn j nn
g g

jj j
j j j

v r v rf z d do c
f z z z d d

ο
−

−

=

      ′  = + + +                    
∑ ∑





    (2.4) 

由引理 1，对任给的 ( )0 1ε ε< < ，存在一个对数测度有穷的集合 2H ，当 z 满足 [ ] 20,1z r H= ∉  时，

有 
( ) ( )
( )

( ) ( )1 1, , .
m

md z
r m n

d z
β ε− +≤ = 

                            (2.5) 

由 1 22 nj j nj n j+ + + = − 和(2.5)得 

( )
( )( )

1

.
njj n

n j n jd dz z
d d

β ε− − + ′  ≤       
                            (2.6) 

由引理 2 可知，存在一序列{ }( )k kr r′ ′ → ∞ ，满足 ( ) ( )
2

log log
lim

log
g k

k
k

v r
g

r
σ

→∞

′
=

′
。令 1 2E H H  的对数测 

度为 ( )1 2a lm E H H=   ，取 ( ) ( )1 2, 1k k kr r a r E H H′ ′∈ + −     ，有 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )2

log log log log log log
lim lim lim 0

log log 1 log log 1
g k g k g k

k k k
k k k

v r v r v r
g

r a r r a
σ

→∞ →∞ →∞

′ ′
≥ = = >

′ ′+ + +
.        (2.7) 

又 

( ) ( ) ( )2

log log log log
lim lim

log log
g k g k

k k
k k

v r v r
g

r r
σ

→∞ →∞
≤ =                      (2.8) 

由(2.7)知，当 k 充分大时，有 

( ) 1
g k kv r r β +> .                                   (2.9) 

由(2.7)，(2.8)知 

( ) ( ) ( )2 2

log log
lim

log
g k

k
k

v r
g f

r
σ σ

→∞
= = .                          (2.10) 

由(2.6)，(2.9)有 

( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )
1

11 1 0,
njj n j n

g n j
k k

v r d do r r
z d d

ε
−

− −   ′ + ≤ → →∞           
 .          (2.11)   

结合(2.4)，(2.10)，(2.11)知本定理得证。 
引理4：(见[10])假设 ( )g z 为亚纯函数， ( )gσ β= < ∞ ，那么对任意给定的 0ε > ，存在一个线测度

和对数测度都为有穷的集合 ( )1,E ⊂ ∞ ，当 [ ]0,1 ,z r E r= ∉ →∞ ，时 

( ) { }expg z rβ ε+≤ . 

引理5：(见[11])假设微分方程 
( ) ( )1

1 0 0.k k
kf a f a f−
−+ + + =  

被 k 个线性无关的亚纯解 1, kf f 所满足，那么 0 1, ka a − 是亚纯函数，且对于 0, , 1j k= − 有 

( ) ( ){ }, log max , :1 .j nm r a O T r f n k = ≤ ≤   
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3. 定理 1 的证明 

把(1.1)改写成 
( ) ( )1

0 1 1 .
k k

k
f f fA A A
f f f

−

−

′
− = + + +                         (3.1) 

由(3.1)和对数导数引理可知 ( )fσ = ∞，从而有
( )

( ){ }( ), log , 1, ,
ifm r O rT r f i k

f
 

= =  
 

 ，结合(3.1)可

得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
1

0 0 0 0
1

, , , , , log , .
k

i
i

T r A N r A m r A N r A m r A O rT r f
−

=

= + ≤ + +∑        (3.2) 

可能除去一个线测度有穷的集合 ( )1 0,E ⊂ ∞ ，使得 1r E∉ 。 

由于 ( )0, 0Aδ δ∞ = > ，即
( )
( )

0

0

,
1 lim 0

,r

N r A
T r A

δ
→∞

− = > ，则对任意 ( )0ε ε δ< < ，存在 0r ，对任意的 0r r> 有
 

( ) ( ) ( )0 0, 1 ,N r A T r Aδ ε< − +                        (3.3) 

由(3.2)，(3.3)得 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
1

0
1

, , log , .
k

i
i

T r A m r A O rT r fδ ε
−

=

− < +∑                 (3.4) 

由(3.4)及 ( ){ } ( )0max ; 1, , 1iA i k Aσ σ= − < 知 

( ) ( )0 2 .A fσ σ≤                              (3.5) 

另一方面，由于 ( ){ } ( )0max ; 1, , 1iA i k Aσ σ= − < < ∞ ，由引理 4 知，对任意 ( )1 0ε > ，存在一个对

数测度为有穷的集合 ( )2 1,E ⊂ ∞ ，当 [ ] 20,1 ,z r E r= ∉ →∞ 时，有 

( ) ( ){ } ( ){ }( )1 0 1exp exp 0, , 1 .iA A
iA z r r i kσ ε σ ε+ +≤ ≤ = −               (3.6) 

设 0z 为 f 的 n 阶极点，但 0z 不是 0 1, kA A − 的极点，在(1.1)中仅有一项即 ( )kf 有最高阶极点，其阶数

为 n k+ ，显然矛盾，所以 f 的极点仅发生在 0 1, kA A − 的极点处，由于 f 的极点阶数是有限的，所以 

( )0
1 .A
f

λ σ
 

≤ < ∞ 
 

 

由 Hadamard 定理， f 可表示为 

( ) ( )
( )

.
g z

f z
d z

=  

其中 ( ) ( ),g z d z 为整函数， ( )d z 是 ( )f z 极点构成的典型乘积(或多项式)，且满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 , , 0.d d g f g f
f

σ λ λ σ σ σ σ
 

= = < ∞ = = ∞ = > 
 

 

由引理 3 知，存在一列{ }( )j jr r →∞ ，且 [ ] 1 20,1jr E E∉   ，当 z 满足 ( ) ( ), ,j jz r g z M r g= = 时，

有 

( ) ( )
( )

( )
( )( )( )1 1 1 .

n
n

g jv rf z
o n

f z z

 
 = + ≥
  

                         (3.7) 
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当 [ ] ( ) ( )1 20,1 , , ,j j jz r E E g z M r g r= ∉ = →∞  时，把(3.6)，(3.7)代入(1.1)有 

( )
( )( ) ( )

( )( ) ( ){ }0 1

1

1 1 1 1 exp ,

k k

g j g j A
j

v r v r
o k o r

z z
σ ε

−

+
   
   + ≤ ⋅ + ⋅
      

 

即 

( ) ( )( ) ( ){ }0 11 1 exp A
g j jv r k z o r σ ε+≤ ⋅ + ⋅ .                      (3.8)  

由引理 3，(3.8)及 1ε 的任意性知 

( ) ( )0 2A fσ σ≤ .                                (3.9)  
由(3.5)和(3.9)知 ( ) ( )0 2A fσ σ= 。 

4. 定理 2 的证明 

假设 ( )1 2 1 2,f f f f≡/ 是方程(1.2)的任意两个解，且极点阶数均有界，下面证至少存在一个 ( )1, 2if i = 不

妨设为 1f ，有 ( ) ( )0 2 1A fσ σ= 。 
由微分方程的基本定理知 1 2f f− 是方程(1.2)对应的齐次方程(1.1)的解，由定理 1 知 

( ) ( ) ( ){ }2 1 2 2 1 2 2max , .f f f fσ σ σ− ≤  
则至少存在一个 ( )1,2if i = ，不妨设为 1f ，满足 

( ) ( )0 2 1 .A fσ σ≤                                   (4.1) 
另一方面，由于 ( ) ( )( ){ } ( )2 2 0max , 1, , 1iF A i k Aσ σ σ= − < < ∞ 。则由引理 4 知，对任意 ( )2 0ε > ，

存在一个对数测度为有穷的集合 ( )3 1,E ⊂ ∞ ，当 [ ] 30,1 ,z r E r= ∉ →∞ 时，有 

( ) ( ){ }0 2exp ,AF z rσ ε+≤                                 (4.2) 

( ) ( ){ }( )0 2exp 0, , 1 .A
iA z r i kσ ε+≤ = −                           (4.3) 

由(4.1)知 ( )1fσ = ∞，假设 0z 为 1f 的 n 阶极点，但 0z 不是 0 1, , ,kA A F− 的极点，则在(1.2)中仅有一项 

即 ( )kf 有最高阶极点，其阶数为 n k+ ，显然是矛盾的。所以 1f 的极点仅发生在 0 1, , ,kA A F− 的极点处，

由于 1f 的极点阶数是有限的，所以 ( )0
1

1 A
f

λ σ
 

≤ < ∞ 
 

。Hadamard 定理， 1f 可表示为 

( ) ( )
( )

1
1

1

,
g z

f z
d z

=  

其中 ( ) ( )1 1,g z d z 为整函数， ( )1d z 是 ( )1f z 极点构成的典型乘积(或多项式)，且满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 1 1 2 1 2 1
1

1 , , 0.d d A g f g f
f

σ λ λ σ σ σ σ σ
 

= = ≤ < ∞ = = ∞ = > 
 

        (4.4) 

由引理3知，存在一列{ }( )j jr r →∞ ，且 [ ] 30,1jr E∉  ，当 z 满足 ( ) ( )1 1, ,j jz r g z M r g= = 时，有 
( ) ( )
( )

( )
( )( )( )11

1

1 1 1

n
n

g jv rf z
o n

f z z

 
 = + ≥
  

.                        (4.5) 

由(4.4)知，当 jr 充分大时，对上述的 2ε ，有 
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( ) ( ){ } ( ) ( ){ }0 2 0 2
1 1exp , exp .A A

j jd z r g z rσ ε σ+ +< ≥                     (4.6) 

由(4.2)，(4.6)知，当 [ ] 30,1jz r E= ∉  ， ( ) ( )1 1,jg z M r g= 且 jr 充分大时，有 

( ) ( ){ } ( )0 2 0 21

1 1

exp 2 0,A A
j j j

FdF r r r
f g

σ ε σ+ += ≤ − → →∞                   (4.7) 

由于(1.2)可改写成 
( ) ( )1

1 1
1 1 0

1 1 1 1

.
kk

k
f ff F A A A

f f f f

−

−

 ′
= − + + +  

 
                         (4.8) 

当 [ ] ( ) ( )3 1 10,1 , , ,j j jz r E g z M r g r= ∉ = →∞ 时，把(4.3)，(4.5)，(4.7)代入(4.8)有 

( )
( )( ) ( )

( )( ) ( ){ }1 1 0 2

1

1 1 1 1 exp ,

k k

g j g j A
j

v r v r
o k o r

z z
σ ε

−

+
   
   + ≤ ⋅ + ⋅
        

即 

( ) ( )( ) ( ){ }0 2
1

1 1 exp .A
g j jv r k z o r σ ε+≤ ⋅ + ⋅                         (4.9) 

由(4.9)及引理 3 有 

( ) ( )2 1 0 2 .f Aσ σ ε≤ +                               (4.10) 

由 2ε 的任意性及(4.1)，(4.10)有 

( ) ( )2 1 0 .f Aσ σ=                                 (4.11) 

把方程(1.2)改写成 
( ) ( )1

1 1 1
1 1 0

1 1 1 1

1 1 .
k k

k
f f fA A A

f F f f f

−

−

 ′
= + + + +  

 
                      (4.12) 

若 1z 是 ( )1f z 的大于 ( )n k> 阶零点，则 1z 是 F 的 n k− 阶零点，从而有 

( )
1

01 1

1 1 1, , , , .
k

i
i

N r k N r N r N r A
f f F

−

=

     ≤ + +     
    

∑                    (4.13) 

由对数导数引理和(4.12)，最多除去一个线测度有限的集合 [ )4 0,E ⊂ ∞ ，当 4r E∉ 时，有 

( ) ( ){ }
1

1 1
01

1 1, , , log , .
k

i
i

m r m r m r A O rT r f
f F

−

=

   ≤ + +   
  

∑                 (4.14) 

由(4.13)，(4.14) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
1

1 1 4
01 1

1 1, , 1 , , , log , , .
k

i
i

T r f T r O k N r T r F T r A O rT r f r E
f f

−

=

   
= + ≤ + + + ∉   

   
∑   (4.15) 

由于 ( ) ( )( ){ }max , 1, , 1iF A i kσ σ = − < ∞ 。则存在 0N > ，当 r 充分大时，有 

( ) ( ) ( ), , , 0, , 1 .N N
iT r F r T r A r i k≤ ≤ = −                    (4.16) 

又 ( )1fσ = ∞，则对任给的 M N> 有 ( )1, MT r f r> ，从而有 
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( ) ( )1
11 , .
4

Nk r T r f+ <                           (4.17) 

因为当 r 充分大时 

( ){ } ( )1 1
1log , , .
2

O rT r f T r f<                        (4.18) 

从而由(4.15)~(4.18) ，当 4z r E= ∉ 时，有 

( )1
1

1, 4 , .T r f k N r
f

 
<  

 
                              (4.19) 

由(4.19)得 

( ) ( )2 1 2 1 .f fσ λ=                                  (4.20) 

由(4.11)，(4.20)知本定理得证。 

5. 定理 3 的证明 

运用与定理 2 相同的证明可得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
1

0,

1, , , , , log , .
k

i s
i i s

T r f k N r T r F T r A T r A O rT r f
f

−

= ≠

 
≤ + + + + 

 
∑            (5.1) 

其中 4 4,z r E E= ∉ 为有穷测度集。 

由于 ( ), 0,s sAδ δ∞ = > 即
( )
( )

,
lim 0

,
s

S
r s

m r A
T r A

δ
→∞

= > ，则对任意 0
2

s
s s

δ
ε ε < < 
 

，当 r 充分大时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , .
2

s
s s s s s sT r A T r A m r A T r A

δ
δ ε< − < ≤                     (5.2)  

由(5.2)知 

( ) ( )log ,
lim .

log
s

s r

m r A
A

r
σ

→∞
=                               (5.3) 

我们断言存在一个线测度为无穷的集合 [ )5 0,E ⊂ ∞ ，使得 

( ) ( )
5,

log ,
lim .

log
s

sr r E

m r A
A

r
σ

→∞ ∈
=                              (5.4)  

事实上由(5.3)知存在一系列{ }( )n nr r →∞ ，有 

( ) ( )
log ,

lim .
logn

n s
sr

n

m r A
A

r
σ

→∞
=  

令 [ ]5 1
, 2n nn

E r r∞

=
=


。显然(5.4)在 5E 上成立，且 5E 的线测度 5mE = ∞。 
取任意实数 ,α β 使得 ( )sb Aα β σ< < < ，则由(5.4)知，当 5z r E= ∈ 时，有 

( ), .sm r A rβ>                                    (5.5) 

又 ( ) ( )( ){ }max , ib F A i sσ σ α= ≠ < ，当 r 充分大时，有 

( ) ( ) ( ), , , .iT r F r T r A r i sα α≤ ≤ ≠                            (5.6) 
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从而由(5.5)知 

( )1 , .
4 skr m r Aα <                                  (5.7) 

由(5.1)~(5.2)，(5.5)~(5.7)知, 当 5 4z r E E= ∈ − ，且 r 充分大时，有 

( ) ( ) ( ){ }81, , , log , .
4
s

s
s

T r f k N r m r A O rT r f
f

δ
δ
+ 

≤ + + 
 

                (5.8) 

现在分两种情况讨论： 
情况1：假设 ( )f z 满足条件 ( )i ：除去一个线测度有穷的集合 ( )6 0,E ⊂ ∞ 外有 

( ) ( ){ }, log , .sm r A O T r f=                             (5.9) 

由 ( ) 0sA bσ > ≥ 知 sA 是超越的，则由(5.9)可知 ( )f z 是无穷极亚纯函数，从而存在一系列 

{ }( )n nr r′ ′ → ∞ 满足
( )log ,

lim
logn

n

r
n

T r f
r′→∞

′
= ∞

′
。令 ( )4 6m E E d= < ∞ ，则存在点 [ ] ( )4 6, 1n n nr r r d E E′ ′∈ + + −  ，

使得 

( ) ( )
( )

( )log , log , log ,
lim lim lim ,

log log 1 1log log 1
n n n

n s n n

r r r
n n

n
n

T r A T r f T r f
r r d dr

r

′ ′→∞ →∞ →∞

′ ′
≥ = = ∞

′ + +  +′ + + ′ 

 

从而有 

( )log ,
lim .

logn

n

r
n

T r f
r→∞

= ∞                                (5.10) 

由(5.8)~(5.9)知，当 ( )5 4 6nz r E E E= ∈ −  ，且 r 充分大时，有 

( ) ( ){ }1, , log , .n n n nT r f k N r O r T r f
f

 
≤ + 

 
                       (5.11) 

又当 nr 充分大时，有 

( ){ } ( )1log , , .
2n n nO r T r f T r f<                            (5.12) 

由(5.11)~(5.12)，当 ( )5 4 6nz r E E E= ∈ −  ，时，有 

( ) 1, 2 , .n nT r f k N r
f

 
≤  

 
                             (5.13) 

由(5.4)，(5.9)，(5.13)有 

( ) ( ) ( )2 2 .sf f Aλ σ σ= ≥                              (5.14) 

运用与定理2相同的证明方法可得 ( ) ( )2 sf Aσ σ≤ 结合(5.14)有 

( ) ( ) ( )2 2 .sf f Aλ σ σ= =  

情况2：假设 0f 是 (1.2) 的解，且不满足情况1的条件 ( )i ，即存在线测度为无穷的集合 ( )7 0,E ⊂ ∞ ，

当 7z r E= ∈ 时，有 

( ) ( )
0

1

,
log , ,

2
sm r A

T r f
M

<                               (5.15) 
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其中 1 0M > 为常数。 
假设{ }1, , nf f 为方程(1.2)所对应的齐次方程(1.1)的基础解，由引理4，有 

( ) ( ){ }, log max , :1 ,s nm r A O T r f n k = ≤ ≤   

即对上述的 1M ，有 

( ) ( ){ }1, log max , :1 .s nm r A M T r f n k = ≤ ≤                      (5.16) 

令 ( ) ( ) ( ){ } ( )7 1 7; , log , 1, , ,n
s nE r m r A M T r f E n k= ≤ =   则 ( )

7 7
1

k
n

n
E E

=

=


及 7E 的线测度 7mE = ∞，知至

少存在一个集合 ( )
7

nE ，不妨设为 ( )1
7E ，满足 ( )1

7E 的线测度 ( )1
7mE = ∞，且当 ( )1

7r E∈ 时，有 

( ) ( )1 1, log , .sm r A M T r f≤                                 (5.17)  

因此当 ( )1
7r E∈ 时，由(5.15)，(5.17)有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 1 1 0

1 1 1

, , ,
, , , exp exp exp ,

2 2
s s sm r A m r A m r A

T r f f T r f T r f
M M M

          + ≥ − ≥ − ≥     
          

 

其中 0 1f f+ 是(1.2)的解. 

由上式知 

( ) ( )1 0 1, 2 log , ,sm r A M T r f f≤ +                              (5.18) 

即 

( ) ( ){ }0 1, log , .sm r A O T r f f= +                               (5.19)  

又当 r 充分大时，有 

( ){ } ( ){ } ( ){ }0 1 0 1 0 1
1log , log , , ,
2

O T r f f O rT r f f T r f f+ + + < +                (5.20) 

所以由(5.8)，(5.19)，(5.20)知 

( )0 1
0 1

1, 2 , .T r f f k N r
f f

 
+ ≤  + 

                              (5.21) 

由(5.4)，(5.18)，(5.21)得 

( ) ( ) ( ) ( )2 0 1 2 0 1 2 0 1 .sf f f f f f Aλ λ σ σ+ = + = + ≥                       (5.22) 

运用类似于情况1的证明知 ( ) ( )2 0 1 sf f Aσ σ+ ≤ 。所以 

( ) ( ) ( ) ( )2 0 1 2 0 1 2 0 1 .sf f f f f f Aλ λ σ σ+ = + = + =  
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