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Abstract 
By using Bellman’s inequality, the boundedness of solutions of a second order differential equa-
tion is investigated. Two different forms of Bellman inequality are given, which can be used to get 
the boundedness of differential equations. 
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摘  要 

由Bellman不等式证明一类二阶微分方程的解的有界性，给出了两种不同形式的Bellman不等式，由此

可得出有关微分方程解的有界性结论。 
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1. 引言 

早在 1957 年，欧阳亮在文[1]中利用给出了如下引理： 

若： ( )1′  0, 0, 0u v c≥ ≥ >  

( )2′  2
10

d
t

u c uv t≤ + ∫  

则 

10

1 d
2

t
u c v t≤ + ∫  

利用该引理，证明了 ( ) ( ) ( ) 0y t A t y t′′ + = 这类二阶微分方程的解的有界性，并给出了相关的结论。在

2014 年，Qusuay H. Alqifiary 和 Soon-Mo Jung 在文[2]中利用 Bellman 引理证明了一类二阶微分方程的

Hyers-Ulam 稳定性结论。而本文则是用 Bellman 引理 1 和引理 5，在欧阳亮[1]的基础上简化其证明过程，

同时也减弱了文[1]中对二阶微分方程的系数 ( )A t 的要求，即只需要文[1]中定理一中的条件(i)。除此之外，

本文也与文[2]中的定理 2 中对 ( )tψ 的要求不同，即不需要当 t →∞时， ( ) 0tψ → 。从而对于证明微分方

程的 Hyers-Ulam 稳定性起到了重要作用。 

2. 正文 

在本文中我们只讨论方程 

( ) ( ) ( ) 0y t A t y t′′ + =                                  (1) 

的解的有界性。 
引理 1 [2]：若 ,u v ： [ ) [ )0, 0,∞ → ∞ 是可积函数， c为常量且 0c > ，如果 u 满足不等式 

( ) ( ) ( )
0

d , 0
t

u t c u s v s s t≤ + >∫                             (2) 

则 

( ) ( )( )0
exp d , 0

t
u t c v s s t≤ >∫                             (3) 

证明：由(2)式可得 

( ) ( )
( ) ( )

( )
0

, 0
d

t

u t v t
v t t

c u s v s s
≤ >

+ ∫
                           (4) 

对(4)式两边同时从 0 到 t 积分可得 
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( ) ( )( ) ( )
0 0

ln d ln d
t t

c u s v s s c v s s+ − ≤∫ ∫                          (5) 

整理可得 

( ) ( ) ( )( )0 0
d exp d , 0

t t
c u s v s s c v s s t+ ≤ >∫ ∫                         (6) 

综合(2)式可得 

( ) ( )( )0
exp d , 0

t
u t c v s s t≤ >∫                              (7) 

利用引理 1，我们可以证明如下定理，即 
定理 2：若方程(1)的系数 ( ) 0A t > ， ( )A t 和 ( )A t′ 是可积函数，则当 t →∞时，(1)式的所有解有界。 
证明：对(1)式两边同乘 ( )y t′ ，可得 

0y y Ayy′′ ′ ′+ =                                     (8) 

对(8)式从 0 到 t 积分并且利用分部积分可得 

0 0
d d 0

t t
y y s Ayy s′′ ′ ′+ =∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

0

1 1 0 d 0
2 2

t
y t y A s y s y s s′ ′ ′− + =∫                          (9) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
0

1 1 1 1 10 0 0 d 0
2 2 2 2 2

t
y t y A t y t A y y s A s s′ ′ ′− + − − =∫          (10) 

令 ( ) ( ) ( )2 20 0 0c y A y′= + 可得 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0

d
t

y t A t y y s A s s c′ ′+ − =∫                           (11) 

那么 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
0

d
t

A t y t c A s y s s′≤ + ∫                              (12) 

对(12)进行变形可得 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2

0
d

t A s
A t y t c A s y s s

A s
′

≤ + ∫                           (13) 

利用引理 1 有 

( ) ( ) ( )
( )

2
0

exp d
t A s

A t y t c s
A s
′

≤ ∫                              (14) 

即 

( ) ( )0
cy t

A
≤                                    (15) 

由于 c为常量， ( )0A 也为一常量，故
( )0
c

A
< ∞。因而(1)式的解 ( )y t 是有界的。 

我们来考虑方程 

( )( )2 0y a t yφ′′ + + =                                 (16) 
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利用上述的(15)式我们就可以得到如下的定理，即 
定理 3：若(16)满足条件 ( ) 2t aφ > − ， 0t ≥ 时，则当 t →∞时，(16)的所有解有界。 
证明：令 ( ) ( )2A t a tφ= + ，那么由(15)式可得 

( ) ( ) ( )
1 1

20 0
c cy t M

A a φ
≤ = =

+
                            (17) 

这里的 ( ) ( )( ) ( )2 2 2
1 0 0 0c y a yφ′= + + 。 

引理 4 [Biernacko]：若方程 ( ) ( ) ( ) 0u t a t u t′′ + = 的所有的解及其一阶微商有界，则方程 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 0u t a t b t u t′′ + + = 的所有的解在条件 ( )
0

db t t
∞

< ∞∫ 时保持有界。 

引理 5 [3]：若 x ， ( )tψ 和 ( )tχ 是定义在 [ ],a b 的实连续函数， ( ) 0tχ ≥ 对所有的 [ ],t a b∈ ，如果有不

等式 

( ) ( ) ( ) ( )dt

a
x t t s x s sψ χ≤ + ∫                                (18) 

那么就有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )exp d d
t t

a s
x t t t t u u sψ χ ψ χ ≤ +   ∫ ∫                           (19) 

引理 6：若 ( ) ( ) [ ) [ ), : 0, 0,u t f t ∞ → ∞ 是可积函数， c为常量且 0c > ，如果 ( )u t 满足不等式 

( ) ( ) ( )2 2
0

2 d
t

u t c f s u s s≤ + ∫                                (20) 

那么有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1
22 2

0 0 0
d d exp d

t t s t

s
u t c f s s f s c f u u f u u  ≤ + + +     ∫ ∫ ∫ ∫               (21) 

证明：设 ( ) ( )2v t u t= ，则 ( ) ( )
1
2u t v t= 。将上式带入(19)可得 

( ) ( ) ( )
1

2 2
0

2 dtv t c f s v s s≤ + ∫  

根据数学分析中的 young 不等式可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
0

2
0 0

12 d
2 2

d d

t

t t

v s
v t c f s s

c f s s f s v s s

 
≤ + + 

 

= + +

∫

∫ ∫

                          (22) 

令 ( ) ( )2
0

dtt c f s sφ = + ∫ ，根据引理 5 可得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

0
exp d dt t

s
u t t f s s f u u sφ φ≤ + ∫ ∫  

从而 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1
2

0

1
22 2

0 0 0

exp d d

d d exp d d

t t

s

t t s t

s

u t t f s s f u u s

u t c f s s f s c f u u f u u s

φ φ ≤ + 

  ≤ + + +   

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

           (23) 

定理 7：若方程 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 0y t a t t y tφ ψ′′ + + + =                              (24) 
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满足下列条件 
(i) ( ) ( ) 2 , 0t t a tφ ψ+ > − > ， 

(ii) ( ) ( )
0 0

d , dt t t tφ ψ
∞ ∞

< ∞ < ∞∫ ∫  

则当 t →∞方程(21)所有的解保持有界。 
证明：显然我们只需证明(16)式的解的一阶微商在 t →∞ 时有界。给(16)式两边同乘 ( )y t′ ，再从 0

到 t 积分且利用分部积分可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2
10

1 d
2 2

tay t y t s y s y s s cφ′ ′+ + =∫                        (25) 

因而 

( ) ( ) ( ) ( )2
1 0

2 2 d
t

y t c s y s y s sφ′ ′≤ + ∫                            (26) 

由定理 3 以及引理 5 可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

1
2

1 10 0 0

1
2

1 10 0 0

2 d 2 d exp d d

2 d 2 d exp d d

t t s t

s

t t s t

s

y t c t y s s s y s c u y u u u y u u u

c M s s M s c M u u M u u s

φ φ φ φ

φ φ φ φ

  ′ ≤ + + +     

  ≤ + + + < ∞    

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

    (27) 

再根据引理 4，一阶微商有界，就可以得到方程(24)是有界的。从而证得定理 7 成立。 
定理 8：若方程 

( ) ( ) ( ) ( ) 0y t f t g t y t′′ + + =                                 (28) 

满足条件 ( ) ( ) 0, 0f t g t t+ > ≥ ，则当 t →∞时其所有的解保持有界。 
证明：给(28)两边同乘 ( )y t′ ，且从 0 到 t 积分，再利用分部积分，整理得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
0

0 0 0 d
t

y t f t g t y t y g y y s f s g s s′ ′ ′ ′+ + = + + +  ∫             

则 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
0

0 0 0 d
t

f t g t y t y g y y s f s g s s′ ′ ′+ ≤ + + +∫           (29) 

令 ( ) ( ) ( )2
2 0 0 0c y g y′= +  

由引理 1 可得： ( ) ( ) ( )
2

0 0
cy t

f g
≤

+
。从而可证得定理 8。 
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