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Abstract 
Superabundant semigroups are generalizations of completely regular semigroups. Compared with 
completely regular semigroups, there are many topics on superabundant semigroups which are 
worth to probing. In this paper some characterizations of superabundant semigroups are obtained. 
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摘  要 

超富足半群是完全正则半群的推广，对照完全正则半群，超富足半群有许多问题值得探索。本文给出超
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富足半群的若干特征。 
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1. 引言 

半群 S 称为富足半群(abundant semigroup) [1] [2]，如果 S 的每一个 ∗L -类和每一个 ∗R -类都含有幂等

元。进一步，富足半群称为超富足半群(superabundant semigroup)，如果它的每个 ∗H -类都含有幂等元。

正则半群是富足半群，而超富足半群是完全正则半群(completely regular semigroup)的推广。如[2]，我们

称消去幺半群(cancellative monoid)上的 Rees 矩阵半群的半群为完全 ∗J -单半群(completely ∗J -simple 
semigroup) 关于这类半群，可参见[3]。J.B. Fountain [2]指出：富足半群为超富足半群的充分必要条件是

它同构于一些完全 ∗J -单半群的半格。 
完全正则半群表示为一些子群的无交并。可以说，完全正则半群是一类离“群”较近的半群。又由

于完全正则半群是群上 Rees 矩阵半群的半格，所以具有许多“矩阵”特性。这些特性足以让完全正则半

群成为半群理论中的重要研究课题。事实上，许多著名半群论学者开展了完全正则半群的研究工作，也

具有非常丰富的研究成果(详见[4])。对照完全正则半群，我们对超富足半群的了解就太少了。本文希望

能做一些“弥补”，将给出超富足半群的一些特征。 

2. 若干准备 

本文将用教科书[5]，[6]和文[2]的术语和符号。首先回忆一些将不断引用的已知结论。 
引理 2.1 [2]：令 S 为半群，且 2e e= ， a S∈ ，则 a e∗L ( )a e∗R 当且仅当对于任意的 1,  x y S∈ ， 

( )a ae a ea= = 且 ( )ax ay ex ey xa ya xe ye= ⇒ = = ⇒ = . 

众所周知， ∗L 为右同余，而 ∗R 为左同余。一般的， ∗⊆L L ， ∗⊆R R 。但当 a ， b 为正则元时，

( )a b∗ ∗L R 当且仅当 ( )a bL R 。如[2]，定义 ∗ ∗ ∗= H L R ， ∗ ∗ ∗= ∨D L R 。另外，当 ∗K 记 ∗L ， ∗R ，
∗H 之一时，我们将记 a

∗K 为含 a 的 S 的 ∗K -类。并且，用 ( )E S 记 S 的所有幂等元集。 
半群 S 的左理想 L 称为左 ∗ -理想(left ∗ -ideal)，如果 a L aL L∗∈=  。对偶的，定义右 ∗ -理想(right ∗ - 

ideal)。半群 S 的理想如果既是左 ∗ -理想，又是右 ∗ -理想，则称为 ∗ -理想( ∗ -ideal)。对于 a S∈ ，我们将

用 ( )J a∗ 记含 a 的最小 ∗ -理想。定义 

a b∗J 当且仅当 ( ) ( )J a J b∗ ∗= . 

我们称仅有一个 ∗J -类的半群为 ∗J -单半群。事实上，半群为 ∗J -单的充分必要条件是它仅有一个∗ -
理想。令 ( ) ( ) ( ){ }: ,I a x J a x a∗ ∗ ∗= ∈ ∉ J 。易知， ( )I a∗ 是 S 的 ∗ -理想。称 Rees 商半群 ( ) ( )J a I a∗ ∗ 为由

a 确定的 S 的∗ -主因子(principal ∗ -factor)。 
下面的引理可由([7], Lemma 3.5)直接得到。 
引理 2.2：富足半群的所有主∗ -因子都是富足半群。 
令 ,I Λ为非空集合， M 为消去幺半群，且 ( )iP Pλ Λ×Ι

= 是元为 M 的单位(unit)的 IΛ× -矩阵。在集合

T I M= × ×Λ 上，定义运算： 

( ) ( ) ( ), , , , , ,ji a j b i ap bλλ µ µ= . 
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关于运算 ，T 构成富足半群，称之为消去幺半群 M 上的关于夹心矩阵 P 的 Rees 矩阵半群，记为

( ); , ;M I PΛM 。如[2]，我们称同构于消去幺半群上的 Rees 矩阵半群为完全 ∗J -单半群。等价地，半群

是完全 ∗J -单半群当且仅当它是 ∗J -单的超富足半群。 
引理 2.3：任一完全 ∗J -单半群的所有正则元构成完全单子半群。 
证明：仅需证，消去幺半群 M 上的关于夹心矩阵 P 的 Rees 矩阵半群 ( ); , ;T M I P= ΛM 的正则元集

构成完全单子半群。令 ( ), ,i a Tλ ∈ 。若 ( ), ,i a λ 为正则元，则存在 ( ), ,j b µ 使得 

( ) ( )( )( ), , , , , , , ,i a i a j b i aλ λ µ λ=  

即 ( ) ( ), , , ,j ii a i ap bp aλ µλ λ= 。比较分量，得 j ia ap bp aλ µ= ，进而 a 为 M 的正则元，于是 a 为 M 的单位。

反之，容易验证，当 a 为单位，则 ( ), ,i a λ 为正则元。故T 的正则元集为 ( ){ }, , :i a T aλ ∈ 为单位 。不难看

出，T 的正则元集构成子半群，且为 ( )( ); , ;U M I PΛM ，其中 ( )U M 为 M 的所有单位组成的子群，从而

T 的正则元集构成完全单子半群。 
引理 2.4 ([2], proposition 6.9)设半群 ( );S Y Sα= 为半群 ( )S Yα α ∈ 的半格，则下面三款中任意两款可

以推出第三款: 
(1) S 为富足半群； 
(2) 对于任意 Yα ∈ ， Sα 为富足半群； 
(3) 对于任一 Yα ∈ ， a Sα∈ ，总有 ( ) ( ) ( ) ( ),  a a a aR S R S L S L Sα α

∗ ∗ ∗ ∗= = 。 
下面已知结论将会用到。 
引理 2.5：令 S 为超富足半群，则 
(1) ([2],Corollary 6.2, Proposition 6.5] ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = J D = L R R L ； 
(2) ([2], Corollary 6.1 and 6.4] ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )E S E S E S E S E S E S∗ × × = ×  D = J D 。 

富足半群 S 称为幂等元连接的(idempotent-connected)，如果对于任意的 a S∈ 和任意(存在) ae R∗∈ ，

af L∗∈ ，存在双射 : e fθ → 使得 ( )xa a xθ= ，对所有 x e∈ ，其中 e 为由集合 ( )E eSe 生成的 S 的子

半群。事实上，θ 是半群同构。这一观察很重要，以后将会多次用到。以下总成θ 为关于 ,  e f 的 a 连接同

构。若需要强调 ,  e f 时，则记此连接同构为 , ,e a fθ 。文献[8]给出了这类半群的许多特征。 

3. 主要结果 

本文将给出超富足半群的一些特征。 
命题 3.1：超富足半群所有正则元构成完全正则子半群。 
证明：设 S 为超富足半群，且 ( );S Y Sα= 为分 S 为完全 ∗J -单半群的半格分解。若为命题 3.1，据引

理 2.3，仅需证： S 的幂等元乘积为正则元。为此，令 ,  e f S∈ 为幂等元，则存在 ,  Yα β ∈ 使得 ,  e f 分别

为 ,  S Sα β 的幂等元。但 S 为富足半群，于是有幂等元 ,  g h Sαβ∈ 使得 g ef h∗ ∗L R ，结合 e ef ef ef f⋅ = = ⋅ ，

我们有 ,  eh h gf g= = ，进而 ( ),he fg E Sαβ∈ ，再据引理 2.3， ef he fg= ⋅ 为 Sαβ 的正则元，从而 ef 为 S 的

正则元。 
令N 为所有非负整数组成的集合。记 

( ){ } ( ){ }, : ,    , :UT m n m n DT m n m nω ω= ∈ × ≤ = ∈ × ≥N N N N . 

在集合 ,  UT DTω ω 上，定义运算 

( ) ( ) ( )( ), ( , ) max , , max ,m n p q m n n p q p n p⋅ = − + − + . 

通常验证，( ) ( ),  UT DTω ω⋅ ⋅， ， 都是半群。事实上，它们都是双循环半群(bicyclic semigroup)的全子半群，
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于是均为富足半群。由([9], Example 2.6)，知 ,  UT DTω ω 都不是超富足半群。这说明，命题 3.1 的逆不成立。 
定理 3.2：令 S 为富足半群，则 S 为超富足半群当且仅当关于 S 的乘法， S 的每一个 ∗J -类都构成完

全 ∗J -单半群。 
证明：据([2], Theorem 6.8]，仅需证充分性。为此，设 JS Sα α∈=  为半群 S 关于 ∗J 的分类，则每一 Sα

均为完全 ∗J -单半群。类似于命题 3.1 的证明， S 的所有正则元构成 S 的子半群。 
首先。证明：对于任意 ( )e E S∈ ， SeS 是 S 的∗ -理想。 
令 ( ) ( ), ,  eyb xey x y S f E R∗= ∈ ∈ 且 xeh L∗∈ ，据 ∗R 是左同余，则有 ey ef∗R 。而 ∗L 为右同余，于是

b xey xe ey xe ef hef∗ ∗= = ⋅ ⋅R L 。若 ( )bk E R∗∈ ，则 k hef∗D ，显然，存在 Jα ∈ 使得 ,  k hef Sα∈ 。前面已

经证明：S 的所有正则元构成子半群，于是 ,  k hef 均为 Sα 的正则元。注意到，Sα 为完全 ∗J -单半群，再

由引理 3.1，知在 Sα 中， k hefJ ，于是存在 1,  u v Sα∈ 使得 k uhefv SeS= ∈ ，但 SeS 为理想，从而 SeS 为 S
的右 ∗ -理想。类似的， SeS 为 S 的左∗ -理想。因此 SeS 为 S 的∗ -理想。 

其次，证明： ∗J 是 S 的半格同余。 
事实上， x y∗J 当且仅当存在 Jα ∈ 使得 ,  x y Sα∈ 。据此，不难知道： 2x x∗J ， xy yx∗J ，即

( ) ( )2J x J x∗ ∗= ， ( ) ( )J xy J yx∗ ∗= 。下面证明， ( ) ( ) ( )J a J b J ab∗ ∗ ∗= 。由 S 为富足半群，知有 ( ),p q E S∈

使得 ,  a p b q∗ ∗L R ，显然， ( ) ( ) ( ) ( ),  J a J p J b J q∗ ∗ ∗ ∗= = 。据上面的证明，知 ( ) ( ),  J p SpS J q SqS∗ ∗= = ，

进而 ( ) ( ),  J a SpS J b SqS∗ ∗= = 。另一方面， ∗ -理想的交还是 ∗ -理想，以及 ( ) ( )ab J a J b∗ ∗∈  ，有

( ) ( ) ( )J ab J a J b∗ ∗ ∗⊆  。反之，若 ( ) ( )c J a J b∗ ∗∈  ，则存在 , , ,x y z t S∈ 使得 c xpy zpt= = ，于是 

( ) ( ) ( )2c zqtxpy SqtxpS J qtxp J txpq J pq∗ ∗ ∗= ∈ ⊆ = ⊆  

进而 ( ) ( ) ( )2J c J c J pq∗ ∗ ∗= ⊆ ，于是 ( )c J pq∗∈ 。考虑到， ,  ∗ ∗L R 分别为右同余和左同余，我们有

ab pb pq∗ ∗L R ，进而 ( ) ( )J ab J pq∗ ∗= 。因此 ( )c J ab∗∈ ，以致于 ( ) ( ) ( )J a J b J ab∗ ∗ ∗⊆ 。从而

( ) ( ) ( )J a J b J ab∗ ∗ ∗= 。现在对于 d S∈ ，若 x y∗J ，总有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )J xd J x J d J y J d J yd∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = =   

于是 xd yd∗J ，从而 ∗J 是右同余。类似地， ∗J 是左同余。故 ∗J 为 S 上的半格同余。 
至此，我们证明了：S 是半群 ( )S Jα α ∈ 的半格。因为 S 和所有的 Sα 都是富足半群，再根据引理 2.4，

( ) ( ) ( )S S S Sα α α
∗ ∗× =H H 。但 Sα 为完全 ∗J -单半群，从而 S 为超富足半群。 
对于半群 S ，a S∈ ，由于 ( ) ( ) ( )J a J a I a∗ ∗ ∗=  ，易知 ( ) ( ) { }0aJ a I a J∗ ∗ ∗=  。不难知道， ( ) ( )J a I a∗ ∗

为完全 ∗J -单半群附加零元当且仅当 aJ ∗为完全 ∗J -单子半群。基于定理 3.2，下面的定理是显然的。 
定理 3.3：令 S 为富足半群，则 S 为超富足半群当且仅当 S 的每个主 ∗ -因子都是完全 ∗J -单子半群附

加零元。 
设 ,  e f 为半群 S 的幂等元。定义 

ne f≤ 当且仅当 e ef fe= = . 

众所周知， n≤ 是集合 ( )E S 上的偏序。非零幂等元 e 称为本原的(primitive)，如果对于任意幂等元 h ，

若 nh e≤ ，则 h e= 或 0h =  (当 S 有零元 0)。半群称为本原的[6]，如果它的所有非零幂等元都是本原的。 
富足半群 S 的子半群T 称为 ∗ -子半群( ∗ -subsemigroup)，如果对于任意 a T∈ ，存在 ( ),e f E T∈ 使得

( ) ( )S a S f∗ ∗eL R 。显然，任意 ∗ -子半群都是富足半群。 
引理 3.4：令 S 为幂等元连接富足半群，a S∈ 且 ( ) ( ),  a ae E R f E L∗ ∗∈ ∈ 。若 nf e≤ 且θ 为 a 的关于 ,  e f

的连接同构，则集合 ( ){ }: , ,m nT a e m n m nθ= ⋅ ∈ ≤N 构成 S 的∗ -子半群，且同构于UTω 。 
证明：注意到，e 和 f 分别为子半群 e 和 f 的恒等元。但θ 为 e 到 f 上的同构，于是 e fθ = 。
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显然， ne eθ ≤ ，这样 e eθ ∈ 。继续这一过程，我们有：对于任意正整数 m ， m
ne eθ ≤ 且 me eθ ∈ 。因

为 e e e e eθ θ θ= ⋅ = ⋅ ，所以 2 2 2e e e e eθ θ θ θ θ= ⋅ = ⋅ ，换言之， 2
ne eθ θ≤ 。另外，可归纳地证明： 

( )∗ 对于正整数 ,  m n ，若 m n≤ ，则 n m
ne eθ θ≤ 。 

令 1,  x y S∈ ，且 ( ) ,  1m na e T m nθ ∈ ≤ ≤ 。若 ( ) ( )m n m na e x a e yθ θ= ，则 

( ) ( )1 1m n m nfa e x fa e yθ θ− −=  

即 ( ) ( ) ( ) ( )1 1m n m ne a e x e a e yθ θ θ θ− −= 。因为 θ 为 a 的关于 ,  e f 的连接同构，所以 ( ) ( )2e a a eθ θ= ，进而

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 2 3 3 1m m m m me a a e a a e a a eθ θ θ θ− − − −= = = = ，故 ( )( ) ( )( )1 1m m n m m na e e x a e e yθ θ θ θ− −= ，再据
n m

ne eθ θ≤ ， 从 而 ( ) ( )1 1m n m na e x a e yθ θ− −= 。 重 复 这 一 过 程 ， ( ) ( )n ne x e yθ θ= 。 另 一 方 面 ，

( ) ( ) ( )m n n m na e e a eθ θ θ⋅ = .故 ( )m n na e eθ θ∗L 。 
若有 ( ) ( )m n m nx a e y a eθ θ⋅ = ⋅ ，则 ( ) ( )n m m n m mx e a y e aθ θ− −= ，进而 

( ) ( )1 1n m m n m mx e a e y e a eθ θ− − − −=  

即 ( ) ( )1 1n m m n m mx e a y e aθ θ− − − −= 。重复这一过程， ( ) ( )n m n mx e a y e aθ θ− −= ，这样 ( ) ( )n m n mx e e y e eθ θ− −= ，

即 ( ) ( )n m n mx e y eθ θ− −= 。而 

( ) ( )n m m n m ne a e a eθ θ θ− =  

从而 ( )n m m ne a eθ θ− ∗R 。 
考虑到，θ 为连接同构。对于 ( )p qa e Tθ ∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
( )
( )

1 1

+p

+p

                               

                               

, ;
                               

, .

 m n p q m n p q

m p n q

m p n

m p q

a e a e a a e a e

n p q

a e e

a e

a e

θ θ θ θ

θ θ

θ

θ

+ −

+

+

+

⋅ = ⋅ ⋅

=

=

 + ≥= 


⋅



如果

反之

 

后面两个等式都是由事实 ( )∗ 得到。这意味着，T 为 S 的子半群。而我们已证： 

( )n m m n ne a e eθ θ θ− ∗ ∗R L  

故T 为 ∗ -子半群。 
定义 

( ) ( ): ;  ,m nT UT a e n m nωφ θ→ −  

显然，φ有定义。对于任意 ( ) ( )( ) ( ), ,  ,n m nm n UT a e m nω θ φ−∈ = ，进而φ 为满射。 
令 ( )p qa e Tθ ∈ ，若 ( )( ) ( )( )m n p qa e a eθ φ θ φ= ，即 ( ) ( ), ,n m n q p q− = − ，则 

,     n m q p n q− = − =  

进而 m p= ，从而φ为单射。 
据前面的证明，当 n p q+ ≥ ，即 n q p≥ − ，则由 

( ) ( ) ( ) ( )( ), , max , , max ,m n p q m n n p q p n p⋅ = − + − +  

可得 
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( ) ( )( ) ( )( )
( )
( )
( )( )

( )( )

                                   ,

                                   

                                  

,

, 

                                  

,

 

m n p q m p n

m n

p

n m n p

n m n

a e a e a e

n p m p n p

q p q

a e

φ

θ

θ θ φ θ+ +=

= +

⋅

= − +

= − −

=

− − +

( )( ) ,p qa eφ θ φ

 

同理，当 n p q+ ≤ ，即 n q p≤ − ，则 

( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( ) ( )( )

                                   ,

                                   , ,

                                   ,m n p q

m n p q m p q

q m p q

n m n q

a e a e a

p q

a

e

e a eθ φ θ φ

θ θ φ θ φ+⋅

= − +

= −

=

=

−
 

因此φ 为半群同态。故φ 为半群同构。 
对偶的，我们有 
引理 3.5：令 S 为幂等元连接富足半群，a S∈ 且 ( ) ( ),  a ae E L f E R∗ ∗∈ ∈ 。若 nf e≤ 且θ 为 a 的关于 ,  f e

的连接同构，则集合 ( ){ }: , ,n mT e a m n m nθ −= ⋅ ∈ ≤N 构成 S 的∗ -子半群，且同构于 DTω 。 
定理 3.6：令 S 为幂等元连接富足半群。若 S 的所有正则元构成子半群，则 S 为超富足半群当且仅当 
(1) S 的每个 ∗J -类构成子半群； 
(2) ∗ ∗ ∗= J R L ； 
(3) S 不含同构于UTω 或 DTω 的∗ -子半群。 
证明：为证必要性，仅需证：当 S 为超富足半群时，条件(3)满足。现设 ( );S Y Sα= 为半群 S 分解成

完全 ∗J -单半群 Sα 的半格分解。反设， S 含有同构于UTω 的子半群U 。令 ( ),  e f E U∈ ，则 ,  e f 可以比

较，但每个 Sα 都是完全 ∗J -单半群，于是 ,  e f 属于不同的 Sα 。无妨设 ,  ,  ne f e S f Sα β≤ ∈ ∈ 且α β≠ ，

那么α β≤ 。由于U UTω≅ ，必有 a S∈ 使得 f a e∗ ∗R L ，从而 ,  ,  e a f 应该属于同一个 ∗J -类。但每一个 Sα

事实上为一个 ∗J -类，所以 S Sα β= ，矛盾。故条件(3)成立。 
反过来，设条件(1)，(2)，(3)成立，那么 S 的每一个 ∗J -类构成 S 的 ∗ -子半群，且满足 

• ∗J -单的； 
• 所有正则元构成子半群； 
• 为幂等元连接的。 

据引理 3.4，3.5 和条件(3)，知 S 的每个 ∗J -类中的幂等元不可比较，从而 S 的每个 ∗J -类中的幂等

元都是本原的，再据([2], Corollary 5.2)， S 的每个 ∗J -类是完全 ∗J -单半群。利用定理 2.3，可得 S 为超

富足半群。 
对偶地，可得 
定理 3.7：令 S 为幂等元连接富足半群。若 S 的所有正则元构成子半群，则 S 为超富足半群当且仅当 
(1) S 的每个 ∗J -类构成子半群； 
(2) ∗ ∗ ∗= J L R ； 
(3) S 不含同构于 DTω 或UTω 的∗ -子半群。 
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