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Abstract 

Let n  be the Heisenberg group and Q n= +2 2  be its homogenous dimension. In this paper, we 
consider the Schrödinger operator n V


−∆ + , where n

∆  is the sub-Laplacian and the non-  

negative potential V  belongs to the reverse Hölder class qB
1

 for q Q>1 2 . We show that the 

operator ( )T V V −= −∆ + αα  is bounded from ( )n
LH 1  to ( )nL 1 . 
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摘  要 

令 n 为海森堡群，Q n= +2 2 为其齐次维数。本文考虑了薛定谔算子 n V


−∆ + ，其中 n
∆ 为次

拉普拉斯算子，对于 q Q>1 2 ，非负位势V 属于逆赫尔德类 qB
1
。我们将证明算子 ( )T V V −= −∆ + αα 在

( )n
LH 1 到 ( )nL 1 上是有界的。 

 

关键词 

海森堡群，逆赫尔德类，里斯变换，薛定谔算子 
 

 

1. 引言 

令 nL V= −∆ +


为海森堡群 n 上的薛定谔算子，其中 n∆


为在海森堡群 n 上的次拉普拉斯算子，非

负位势V 属于逆赫尔德群 ( )
1 1 2, 4qB q Q Q≥ ≥ 。这篇文章中我们考虑与薛定谔算子 L 相关的里斯变换

( ) ( )0 1T V V αα α−= −∆ + < ≤ 。近年来，一些关于在海森堡群和其他李群上与薛定谔算子和薛定谔类型算

子相关的问题已经被许多学者广泛研究(见[1]-[9])。这些文章中关键问题是对与薛定谔算子相关的里斯变

换估计的研究。我们回顾一下关于海森堡群 n 的基本知识。海森堡群 n 是李群上基础的流形 n n× ×  ，

乘积为 ( )( ) ( ), , , , 2 2x y t x y t x x y y t t x y xy′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + −, , = 。 
它的李代数是由下面的左不变向量场给出 

2 , Y 2 , 1,2, , ,j j j j
j j

X y x j n T
x t y t t
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + = + = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  

它们满足 ,Y 4 , 1,2, ,j jX T j n  = − =   。那么次拉普拉斯算子 n∆


定义为 ( )2 2

1
Yn

n

j j
j

X
=

∆ +∑
= 。梯度算

子 n∇


定义为 ( )1 1, , ,Y , ,Yn n nX X∇ =  


。 n 上的伸缩为 ( ) ( )2, , , 0x y t x y tλδ λ λ λ λ= >, , 。在 n 上的哈尔

测度与在 n n× ×  上的 Lebesgue 测度是一致的。我们用 E 表示任意可测集 E 上的测度，那么

QE Eλδ λ= ，其中 2 2Q n= + 为 n 的齐次维数。 

我们通过 ( ) ( )
1

2 42 2 2 , , nx y t x y t = + + = ∈ 
 

,g g 定义一个齐次范数。该范数满足三角不等式且可

诱导出左不变距离 ( ) 1,d h h−=g g 。那么以 g为中心， r 为半径的球定义为 

( ) { }1, :nB r h h r−= ∈ <g g  

球 ( ),B rg 是由 ( )0,B r 左平移 g得到，所以我们有 ( ) 1, QB r rα=g ，其中 ( )1 0,1Bα = 。 
一个 n 上的非负局部 qL 可积函数V 被称为属于逆赫尔德类 ( )1qB q< < ∞ ，如果存在 0C > 使得逆赫

尔德不等式对于每个 n 上的球 B 成立 

( ) ( )
1

1 d d
q

q

B B

CV V
B B

 
≤  

 
∫ ∫g g g g  



汤国斌，刘宇 
 

 
293 

当 2 1q q> 时,显然有
2 1q qB B⊂ 。从文献[10]中我们知道 qB 族具有“自提升性”，即如果 qV B∈ 则对于

某个 0ε > 有 qV B ε+∈ 。假设
1qV B∈ 对于某个 1 2q Q> ，则辅助函数 ( ),m Vg 定义如下。 

定义 1.1：对 n∈g ，辅助函数 ( ),m Vg 定义为： 

( ) ( ) ( )( )2 ,0

1 1sup : d 1 ,
,

n
Q B rr

r V y y
m V r

ρ −
>

 = = ≤ ∈ 
 ∫ g

g g
g

  

为了获得T 在哈代空间上的估计，我们回顾一下在文献[8]和[10]中在海森堡群上与薛定谔算子 L 相

关 的 哈 代 空 间 。 定 义 与 { }: 0L
sT s > 相 关 的 极 大 函 数 为 ( ) ( )0supL L

s sM f T f>=g g ， 其 中

{ } { }: 0 e : 0L sl
sT s s−> = > 是由薛定谔算子 L 产生的半群。哈代空间 ( )1 n

LH  的定义如下： 

定义 1.2：如果 LM f 属于 ( )1 nL  ,则称函数 ( )1 nf L∈  是 ( )1 n
LH  空间中的元素。 f 的半群定义为

( ) ( )1 1n nL

L
H L

f M f= 
。 

哈代空间 1
LH 有一个很好的性质，那就是它有原子分解，其内容如下： 

定义 1.3：令1 q< ≤ ∞，一个函数 ( )q na L∈  称作是一个 1,q
LH -原子如果它满足下面的条件 

(1) ( )0sup p ,a B r⊂ g ， 

(2) ( ) ( )
1 1

0 ,q n
q

La B r
−

≤ g ， 

(3)如果
( )0

4
r

ρ
<

g
，则 ( )( )0 ,

d 0
B r

a =∫ g
g g 。 

从定义 1.3 中的(1)和(2)可以得到1 q≤ < ∞时 1,
LH ∞ 也是 1,q

LH 原子。我们可以由[8]和[10]的结果得到原

子的刻画。 
命题 1.4：令 ( )1 nf L∈  和1 q< ≤ ∞。当且仅当 f 可以写成 j j

j
f aλ=∑ 时 ( )1 n

Lf H∈  ，其中 ja 是 1,q
LH

-原子， j
j
λ < ∞∑ ，且其和按 ( )1 n

LH  范数收敛，并且有 ( )1 ~ infn
L jH

j
f λ

 
 
 
∑ ，其中下确界取自于 f 在

1,q
LH -原子上的所有原子分解。 

通过 ( )1 n
LH  的原子分解，我们就可以知道 ( )1 n

LH  空间是比经典哈代空间 ( )1 nH  要大。 
接下来我们给出文章的主要结果。 

定理 1.5：假设
1 1, 2qV B q Q∈ > ，则 ( )T V V αα −= −∆ + 是 ( )1 n

LH  到 ( )1 nL  的有界线性算子。即存在

常数 0C > 使得 ( ) ( )1 1Hn n
LLTf C f≤  。 

2. 辅助函数 ( )m V,g  

在这一部分，我们回顾关于辅助函数的相关引理。这些定理的证明在[1]中均给出。假设
1 1,

2q
QV B q∈ >

并且是非负的。 
引理 2.1：存在 0C > ，使得 0 r R< < < ∞时 

( )( ) ( )( )
1

2

2 2, ,

1 1d d
Q
q

Q QB r B R

RV h h C V h h
rr R

−

− −

 ≤  
 ∫ ∫g g

 

引理 2.2：如果 ( )r ρ= g ,那么 ( )( )2 ,

1 d 1Q B r
V h h

r − =∫ g
。且 ( )( )2 ,

1 d ~ 1Q B r
V h h

r − ∫ g
当且仅当 ( )~r ρ g  

引理 2.3：存在 0C > 和 0 0l > 使得对于任意的 n 中的 ,hg 有 
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( )( ) ( )
( ) ( )

0

0
0

1 1
11 1 , 1

l
ll hh

m V h C
C

ρ
ρ ρ

− +
−

−
 
 + ≤ ≤ +
 
 

g
g g

g g
 

特别的如果 ( )1h Cρ− <g g 时，有 ( ) ( )~ hρ ρg 。 
引理 2.4：存在 0C > 和 0 0l > 使得 

( )
( ) ( )( ) ( )

1

2 2, ,1
d d 1

l

Q QB R B R

V h C Rh V h h C
Rh ρ− −−

 
≤ ≤ +  

 
∫ ∫g g gg

 

3. 薛定谔算子基本解的估计 

我们回顾一下算子 V iτ−∆ + + 的基本解的估计以及里斯变换的核的估计。定义 ( ), ,h λΓ g 是算子

V λ−∆ + + 的基本解，其中 [ )0,λ∈ ∞ 。显然 ( ) ( ), , , ,h hλ λΓ = Γ −g g 。 
下面引理的证明在[1]中给出。 

引理 3.1：假设
1qV B∈ ，

2
Qq > 。那么存在 0NC > 使得对于 h≠g 有 

( )
{ } ( ){ } 211 2 11 1

1, ,
1 1

N
N N Q

Ch
hh h

λ
λ ρ

−−−− −
Γ ≤

+ +
g

gg g g
 

算子 ( )T V V αα −= −∆ + 被定义为 

( ) ( ) ( ), d ,nTf K h f h h= ∫g g  

其中 ( ) ( ) ( ), ,K h V hα= Γg g g ，且 ( ) ( ), , ,0h hΓ = Γg g 。 
下面的定理可以从[2]得到 

引理 3.2：假设
1qV B∈ ，

2
Qq > 。对于任意的正整数 0N > 存在 0NC > 使得 

( )
( ){ }

( )
2111

,
1

N
N Q

VCK h
hh

α

α
ρ

−−−−
≤

+

g
g

gg g
 

且 ( ) ( )
( ){ }

( )2111
, ,

1
N

N Q

CK h K h V
hh

δ
α

α δ

ξ
ξ

ρ
− +−−−

− ≤
+

g g g
gg g

 

其中

1

2

h
ξ

−

≤
g

。 

4. 主要结果的证明 

这一部分将证明里斯变换T 在海森堡群上的哈代型估计。定理 1.5 的证明依赖于下面引理 4.2。 
下面的命题给出了与薛定谔算子 L V= −∆ + 有关的里斯变换的 ( )p nL  有界性，证明过程参见[2]。 

命题 4.1：假设
1qV B∈ ， 12

Q q Q≤ < ，那么对于 11 p q< ≤ ， 

( )
( ) ( ) .p np n p LL

V V f C fαα −−∆ + ≤ 
 

其中 pC 为不依赖与 f 的正常数。 
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引理 4.2：对于任意的 ( )1,q
LH 原子 a ，令 1 2

Qq > ，则存在 11 q q< <  

( )1 ,nLTa C≤
 

其中 C 是一个与 a 无关的常数。 

证明：我们分两种情况来证明这个引理：
( )0

4
r

ρ
≥

g
和

( )0

4
r

ρ
<

g
。 

情况一：我们考虑
( )0

4
r

ρ
≥

g
的时候。令 ( ) ( )( )* #

0 0 0, 2 , , 2B B r B B ρ= =g g g 。那么 

( ) ( ) ( )1 * *1 1 1 2.n cn nL B BL L
Ta Ta Ta I Iχ χ≤ + = +  

 

取适当的 1q > 使得 11 2q q< < 。那么利用命题 4.1，T 在 ( )q nL  到 ( )q nL  是有界的，从而由赫尔德

不等式我们可以得到 

( )( ) ( ) ( )( )
( )

* * *

111

1

1 1 11 1 1

1d d

q n

q qq
B B B

q q q
L

I Ta Ta

C B a C B B C

−

− − −

= ≤

≤ ≤ =

∫ ∫ ∫g g g g



 

对于 2I ，由闵可夫斯基不等式和引理 2.3，且 1 1
0~h− −g g g ，我们有 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )

( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

* *

*

0

1 1
0

0

0

2 2 11 1

2 11 1 1
0 0 0

2 2 21 1

d
d , d d

1

d
d

1

d
d

2 1 2

1d
1 2

c c

c

j j

N NB B B B Q

N NB B Q l

N NB r r Qj j j l

N NB
j l

V
I a h h K h C a h h

h h

V
C a h h

V
C a h h

r

C a h h

α

α

α

α

α

α

ρ

ρ

− +

− −− −

− −− − +

∞

< ≤ −= +

 
 

≤ ≤  
+ 

 
 
 
 ≤
 

+ 
 
 
 

≤  
 + 

≤
+

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∑∫ ∫

∫

g g

g g
g g

g g g

g g

g g g g g

g g

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

1
0

11 1
1 1

0
0

1

1
1 1

0
0

2 2
1 1

1

2 2
1 1

2 2
1 1

1 d
2

1 1d d 2
21 2

1 1 1d d
2 21 2

j

j

j

Q x x rjj

q Qq j q
N N QB rjj j l

q
q

N N QB rj jj j l

V
r

C a h h V r
r

C a h h V
r r

α
α

α
α

α

α

α

+

− +

− +

∞

− − ≤
= +

 ∞ − 
 

− ≤
= +

∞

− ≤
= +

 
 
 
 
 
 
  ≤   

  + 
 

   ≤  
  +  
 

∑ ∫

∑∫ ∫

∑∫ ∫

g g

g g

g g

g g

g g

( )
( ) ( ) ( )

( )1 1
0

0

2 2
1 1

1 1 1d d
2 21 2

jN N QB rj jj j l

C a h h V
r r

α

α − +

∞

− ≤
= +






    ≤   
  +   

∑∫ ∫g g
g g
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( )
( ) ( )

( )

( )
( )

( )( )

1 1
0

0

1
0

2 2
1 1

1 1 1

1 1

1 1d d
21 2

1d d ,
1 2

jN N QB rjj j l

qq q
N NB Blj j l

C a h h V
r

C a h h C a h h B C

α

α

− +

∞

− ≤
= +

∞
−

−= +

    ≤   
  +   

 
 

≤ ≤ = 
 + 

∑∫ ∫

∑∫ ∫

g g
g g

 

其中我们选择的是足够大的 N 且用了假设
( ) ( )0

04
r

ρ
ρ≤ ≤

g
g 。 

情况二：我们考虑
( )0

4
r

ρ
<

g
的时候，注意 * #B B⊆ 。这时，原子 a 是一个经典原子。我们对算子T 做

如下分解： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )# # * *0\

1 2 3

, d

, d , , d , d

d

c

R

B B B B

Ta K h a h h

K h a h h K h K a h h K h a h h

J J J

 = + − + 
= + +

∫
∫ ∫ ∫

g g

g g g g g  

那么 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 11 2 3n n n nL L L LTa J J J≤ + +   
 

显然，类似于情况一的证明，很容易就可证得 

( ) ( )1 11 3n nL LJ J C+ ≤ 
 

对于 2J 。应用引理 2.3 和引理 3.2 可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( )

( )( )

( )
( )

( )( )

( ) ( )

( )( ) ( )

1 # *

# *

# *

0

0

2 0\

1
0

\ 211 1
0 0 0

1
0

\ 211 11
0 0 0

2 21 1
0

d , , d

d
d

1

d
d

1

d
d

1 2 2

n

j

L B B B

N NB B B Q

N NB B B Ql

N NB r Qj jl

J a h h K h K

h V
C a h h

h V
C a h h

r V
C a h h

r r

δ α

α δ

δ α

α δ

αδ

α δ

ρ

ρ

ρ

−

− +−− −

−

− +−− −+

− +− +

≤ −

 
 

≤  
 +
 
 
 
 ≤
 

+ 
 

≤

+

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

g g g g

g g g

g g g g g

g g g

g g g g g

g g

g



( )
( )( ) ( )

( )

( )
( )( )

( ) ( )

1 1
0

1 1
0

0

11 1
1 1

0
0

2
1

2 2
1 1 1

0

1

2 2
1 1 1

0

1 1d 2 d
21 2

1 1d 2 d 2
(2 )

1 2

j

j

j

r
j

j
N N QB rjj j l

q Qqj j q
N j Q NB r

j j l

C a h h V
rr

C a h h V r
r

r

αδ
α

α
α

δ
α

ρ

ρ

− +

− +

− +

∞

< ≤
=

∞
−

− ≤
= − +

 ∞ − −  
− ≤

= − +

 
 
 
 
 
 
 
 
 ≤
 

+ 
 
 
   ≤  
  

+ 
 

∑∫

∑∫ ∫

∑∫ ∫

g g

g g

g g

g g
g

g g
g
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( )
( )( ) ( ) ( )

( )

( )
( )( ) ( )

( )

( )
( )( )

1

1
1 1

0
0

1 1
0

0

0

2 2
1 1 1

0

2 2
1 1 1

0

1 1
0

1 1 1d 2 d
2 21 2

1 1d 2 d
21 2

1d 2
1 2

j

j

q
qj

N N QB rj jj j l

j
N N QB rjj j l

j
N NB

j l

C a h h V
r rr

C a h h V
rr

C a h h
r

α

δ
α

α

δ

δ

α

ρ

ρ

ρ

− +

− +

∞
−

− ≤
= − +

∞
−

− ≤
= − +

−

−− +

 
    ≤  

   + 
 
 

    ≤  
   + 
 

≤

+

∑∫ ∫

∑∫ ∫

∫

g g

g g

g g
g

g g
g

g
( )

11 1
d 2 ,j

N Blj j
C a h h Cδ

∞ ∞
−

= =

 
   
  ≤ ≤ 
    
 

∑ ∑∫

 

其中 N 足够大。因此我们证明了 ( )1 nLTa C≤
。
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