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Abstract 
Let F be a field, ( )nS F  be the set of all ×n n  matrices over F. If a map ( ) ( ): n nf S F S F→  is de-
fined by  

( ) ( )( ) ( ).: ,ij ij ij nf B b f b B S F= ∀ ∈   

where { }{ }1,2, ,ijf i j n≤ ∈ 
 is the set of functions on F, then f is called a map induced by { }ijf  

on ( )nS F . If ( ), nA B S F∈  implies ( ) ( ) ( )f AB f A f B= , then f is called preserving multiplica-
tive matrices. In this paper, we characterize induced maps preserving multiplicative matrices over 
fields. 
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摘  要 

令F是一个域， ( )nS F 是F上所有 ×n n 对称矩阵的集合。如果一个映射 ( ) ( ): n nf S F S F→ 被定义如下， 

( ) ( )( ) ( ): ,ij ij ij nf B b f b B S F= ∀ ∈ 。 

其中， { }{ }1,2, ,ijf i j n≤ ∈ 
是关于F的函数集，则称 f是 ( )nS F 的由 { }ijf 诱导的映射。如果对于

( ), nA B S F∈ 有 ( ) ( ) ( )f AB f A f B= ，则f被称为保矩阵乘积。本文我们刻画域上矩阵保乘积的诱导映

射。 
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1. 引言 

刻画矩阵集合保持某些性质的映射称为矩阵保持问题研究。近年来，这种研究更感兴趣于映射没有

线性和加法假定的情形，例如[1]-[5]。本文研究的诱导映射，其实也是这类问题的一种，又如[6]及[7]。 
设 F 是一个域， ( )nS F 记 F 上所有 n 阶对称矩阵的集合。设 f 是 ( )nS F 到自身的映射， ijf 是 F 上的

函数，其中 { }, 1, 2, ,i j n∈  。如果定义 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ),ij ij ij ij nf B f b f b B b S F= = ∀ = ∈  

则称 f 是由{ }ijf 诱导的映射。简称 ( )nS F 的诱导映射。 
在本文中令 f 是 ( )nS F 到自身的诱导映射，如果 ( ), nA B S F∈ 意味着 ( ) ( ) ( )f AB f A f B= 则称 f 保乘

积。本文目的是刻画 ( )nS F 的保乘积的诱导映射。 
在本文中记 I 为单位矩阵，用 *F 记 F 中所有非 0 元的集合， ijE 表示 ( )i j, 位置是 1，其余位置是零的

矩阵。记 [ ] { }1, 1, 2, ,n n=  。 
容易证明，若 ( ), nA B S F∈ ，则 ( )nAB S F∈ 当且仅当 AB BA= 。 

2. 主要结果 

在 ( )0 0f = 的情况下，对于 f 为 ( )nS F 的保乘积的诱导映射的充要条件，我们有如下的重要结果。 
定理 1.1. 设 F 为一个域，n 为整数且 3n ≥ 。 f 是 ( )nS F 的诱导映射，则 f 保乘积当且仅当存在一个

可逆对角阵 ( ) 2,nP M F P I∈ = 及 F 上的单自同态δ 使得 

( ) ( )1, nf A PA P A S Fδ −= ∀ ∈                                (1) 

其中 ( )( )ijA aδ δ= 。 

证明：充分性显然，下证必要性。假设 [ ], 1,i j k n∈, 且互不相等，令 

ii jj ik jk ki kjA E E bE bE bE bE= + + + + + ， ij ji ik jk ki kjB aE aE abE abE abE abE= + + + + +  
易见 ( ), ,nA B S F AB BA∈ = ，由 f 保乘积知 ( ) ( ) ( ) ( )f A f B f B f A= ，看 ( ),i k 位置得 

( ) ( ) ( ) ( )1ii ik ij jkf f ab f a f b= 。                             (2) 
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下面分两种情况讨论。 
1) 对于任意不同的 [ ]1,i j n≠ ∈ 及任意 *a F∈ 均有 ( ) 0ijf a ≠ 。由此情形条件可知 

( ) [ ]*0, , , 1, ,ijf a a F i j n i j≠ ∀ ∈ ∈ ≠ ，                          (3) 

( ) ( ) ,ij jif x f x x F= ∀ ∈ 。                               (4) 

令 1
,

ij ji kk
k i j

A E E E
≠

= + + ∑ ， 1
,

ii jj kk
k i j

B E E E
≠

= + + ∑ ，易见 2
1 1A B= 得 ( )( ) ( )2

1 1f A f B= ， 

看 ( ),i i 位置且由(4)得 

( )( ) ( ) [ ]2
1 1 , 1,ij iif f i j n= ∀ ∈, ，                             (5) 

易推出 ( )1 0iif ≠ 。由 ( ) ( ) ( )n n nf I f I f I= 得到 ( )( ) ( )2
1 1ii iif f= 得 ( )1 0iif = 或 1，易得 

( ) [ ]1 1, 1,iif i n= ∀ ∈ ，                                 (6) 

故由(2)得 

( ) ( ) ( )ik ij jkf ab f a f b= ，                               (7) 

令 2 2ii jj ii jj ij jiA aE aE B bE cE dE dE= + = + + +， ，易见 ( ), ,nA B S F AB BA∈ = , 

由 f 保乘积知 ( ) ( ) ( ) ( )f A f B f B f A= ，看 ( ),i j 位置得 ( ) ( ) ( ) ( )ii ij ij jjf a f d f d f a= ，又由 

可得 

( ) ( ) ,ii jjf a f a=                                     (8) 

由 3 3,ii ij ji ii ij jiA E E E B xE xE xE= + + = + + ，易见 ( ) ( ) ( ) ( )f A f B f B f A= ,看 ( )i j,  

位置得 

( ) ( ) ( ) ( )1 1ii ij ii ijf f x f x f= ，                              (9) 

令 ( ) ( ) ( )12 12 1 ,f x x f x Fφ= ∀ ∈ ，由(7)可知，当 3j ≥ 时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 12 2 12 2 11 1 1 1j j j jf x f x f x f f x fφ φ= = = ， 

又对 1i j≠ ≠ 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 1i ij j jf f x f x x fφ= = ， 

因此有 

( ) ( )( ) ( ) ( )1
1 11 1ij i jf x f x fφ

−
= ，                             (10) 

由 ( ) ( ) ( )21 13 231f x f f x= 得 ( ) ( )( ) ( )1
21 13 231f x f f x

−
= ，又由(10)得 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1
21 13 12 13 121 1 1 1f x f f x f f xφ φ

− − −
= = ， 

满足(10)。当 3i ≥ 时，由 ( ) ( ) ( )1 12 21i if x f f x= 可推出 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1
1 12 2 12 1 12 11 1 1 1 1i i i if x f f x f f x f f xφ φ

− − − −
= = = ， 

仍然满足(10)。总之(10)对所有情形成立。 
令 ( ) ( )x xδ φ= ，则由(7)计算可得 ( ) ( ) ( )ab a bφ φ φ= ，则有 

( ) ( ) ( ) , ,ab a b a b Fδ δ δ= ∀ ∈ ，                            (11) 
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再由 ( ) ( )4 4,ii jj ij ji ii ij jiA aE cE a c E a c E B E E E= + + − + − = + + ，易见 

( ) ( ) ( ) ( ) ,f A f B f B f A= 看 ( ),i j 位置得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1ii ij ii ij ij jjf a f f f a c f f c= − + ，由 
和(9)可得 

( ) ( ) ( )ij ij ijf a f a c f c= − + ，                             (12) 

从而有 

( ) ( ) ( ) , ,x y x y x y Fδ δ δ+ = + ∀ ∈ ，                          (13) 

式意味着 ( ) 0 0x xδ = ⇔ = ，故δ 为 F 的单自同态。 
令 ( ) ( )iif x xϕ= ，则 ( ) ( ) ( )12 12 1f x x fφ= 中， 1x = 时，有 ( ) ( ) ( )12 121 1 1f fφ= ，则 

( ) ( )1 1 1φ ϕ= = ，                                  (14) 

由(9)得 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1
1 1 1 11 1 1 1 1 1i j i jf x f x f fϕ φ ϕ φ

− −
= ，可推出 ( ) ( ) ( ) ( )1 1x xϕ φ ϕ φ= ， 

又由(14)可得 ( ) ( )x xϕ φ= 。 

由(4)和(10)，设 ( )( ) ( )( )( )1 1
12 11, 1 , , 1nP diag f f

− −
=  ，易见 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11 12 1

12 22 2 1

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

f A P P

a a a

δ δ δ
δ δ δ

δ δ δ

−

 
 
 =  
  
 





  



， 

注意到由(5)和(6)易得 ( )1 1ijf = ± ，显然有 2P I= ，这样结论 1)被证明。 
2) 若存在某 *a F∈ 及某 i j≠ 使 ( ) 0ijf a = ， 
令 [ ]5 5 5, , , , 1,ij ji ij ji ii jjA aE aE B bE bE C abE abE i j n= + = + = + ∀ ∈ ，由 AB C= ，看 

( ),i i 和 ( )j j, 位置得 

( ) ( ) ( ) [ ], , , 1,ij ji iif a f b f ab b F i j n= ∀ ∈ ∈ ，                       (15) 

( ) ( ) ( ) [ ], , , 1,ji ij jjf a f b f ab b F i j n= ∀ ∈ ∈ ，                       (16) 

令 ( ) [ ]2 2 2
6 6, , , 1,ij ji jj ii jj ij jiA aE aE bE B a E a b E abE abE i j n= + + = + + + + ∀ ∈ ， 

由 2A B= ，看 ( )i j, 位置，得 

( ) ( ) ( ) [ ], , , 1,ij ij jjf ab f a f b b F i j n= ∀ ∈ ∈ ，                       (17) 

由(17)可得 ( ) [ ]0, , 1,ijf x x F i j n= ∀ ∈ ≠ ∈ 即得 0ijf = ，又由(15)和(16)可得 0ii jjf f= = 。由(15)可得

( ) ( ) ( ) [ ], , , 1,ik ki iif a f b f ab k i j k n= ∀ ≠ ∈ ， 

由 0iif = 可得 0ikf = 。由(16)可得， ( ) ( ) ( )ki ik kkf a f b f ab= ，由 0ikf = ，得到 [ ]0, , , 1,kkf k i j k n= ∀ ≠ ∈ 。

同理， [ ]0, , , 1,llf l i j l n= ∀ ≠ ∈ 。由(17)易得 ( ) ( ) ( )kl kl llf ab f a f b= ，由 0llf = ，可得 

[ ]0, , , , , 1,klf k l i j k l n= ∀ ≠ ∈ 因此，推出 0f = ，证毕。 

定理 1.2. 令 F 为一个域，设 ( ) ( )2 2:f S F S F→ 为一个由函数 [ ]: , , 1, 2ijf F F i j→ ∈ 导出的映射，满

足 ( )0 0,f f= 保乘积当且仅当存在一个可逆对角阵 ( ) 2
2 2,P M F P I∈ = 的且η为 F 上的单自同态，那么有 

( ) ( )1
2,f A PA P A S Fη −= ∀ ∈ 。                            (18) 

证明：下面分两种情况讨论。 
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1) 对于任意不同的 [ ]1,2i j≠ ∈ 及任意 *a F∈ 均有 ( ) 0ijf a ≠ 。 
充分性显然，下证必要性。令 7 12 21 22 7 12 21 22,A abE abE bE B aE aE E= + + = + + ，易得 

( ) ( ) ( ) ( )5 5 5 5f A f B f B f A= ，看(1,2)位置且由(6)得到 

( ) ( ) ( )12 12 22 , ,f ab f a f b a b F= ∀ ∈ ，                          (19) 

由(4)~(6)可得 

( ) ( )12 211 1 1f f = ，                                  (20) 

由(8)，令 ( ) ( ) ( )11 22f a f a aη= = ，在(21)中，令 1a = ，得到 ( ) ( ) ( )12 12 1f b f bη= ， 
又由(20)得到 ( ) ( ) ( )21 121b f f bη = ，故 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 12 21 121 1 , ,ab f f ab f f a b a b a b Fη η η η= = = ∀ ∈ ，             (21) 

又由(12)可得 

( ) ( ) ( ) , ,a b a b a b Fη η η+ = + ∀ ∈ ，                          (22) 

又由(4)，因此得到 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

11 11 12 12 11 12

21 1221 21 22 22 12 22

1 0 1 0
0 1 0 1

f a f a a a
f A

f ff a f a a a
η η
η η

      
= =               

，令 ( )21

1 0
0 1

P
f

 
=  
 

， 

显然有 2
2P I= 且 

( ) ( )1
2,f A PA P A S Fη −= ∀ ∈ 。                            (23) 

2) 对于某 *a F∈ 有 ( ) ( )12 21 0f a f a= = 。 
令 [ ]8 12 21 8 12 21 8 11 22, , , , 1,A aE aE B bE bE C abE abE k l n= + = + = + ∀ ∈ 由 AB C= 看(1,1)位置得 

( ) ( ) ( )12 21 11 ,f a f b f ab b F= ∀ ∈ ，                           (24) 

看其(2,2)位置得 

( ) ( ) ( )21 12 22 ,f a f b f ab b F= ∀ ∈ ，                          (25) 

由 ( ) ( )12 21 0f a f b= = 可得 ( ) ( )11 22 0,f ab f ab b F= = ∀ ∈ ，即 

( ) ( )11 22 0,f x f x x F= = ∀ ∈ ，                            (26) 

令 2 2
9 12 21 9 11 22, ,A bE bE B b E b E b F= + = + ∀ ∈ ，由 2A B= ，看(1,1)位置，又由(4)得 

( )( ) ( )2 2
12 11 ,f b f b b F= ∀ ∈ ，                            (27) 

( )( ) ( )2 2
21 11 ,f b f b b F= ∀ ∈ ，                            (28) 

又由(26)得 

( ) ( )12 21 0,f b f b b F= = ∀ ∈ ，                            (29) 

综上所述，由(26)和(29)得到 0f = 。 
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