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Abstract 
In this paper, the proceeding of orthogonal and transitivity theorem are discussed. We find that 
the proceeding of orthogonal is a special case of the transitivity theorem. 
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摘  要 

本文研究了正交化过程与传递性定理之间的关系，我们发现正交化过程可以看作传递性定理的特例。 
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1. 引言 

Gram-Schmidt 正交化过程是线性代数中的重要内容，传递性定理是算子代数中的重要定理和基本工

具。本文通过他们之间的关系，将二者统一地去看待：将正交化过程看作传递性定理的特例。传递性定

理可以在一般 Hilbert 空间中给出非构造性证明。Gram-Schmidt 正交化过程可以在可分 Hilbert 空间中具

体构造出来。为了统一起见，本文假定 Hilbert 空间都是可分的。 

2. 预备知识 

定义：A 是 ( )B H 的 ∗C -子代数，称 A 是不可约的若 A 的不变子空间只有 0 和 H。 
设 V 是复数域 C 上的 n 维线性空间， 是 V 上的一个线性变换。任取 V 上的一组基{ }1 2, , , nα α α⋅⋅⋅ ，

则存在一个唯一的矩阵 T，使得： ( ) ( )1 2 1 2, , , , , ,n n Tα α α α α α⋅⋅⋅ = ⋅⋅ ⋅ 。V 上的线性变换全体记作 ( )L V ，

则 ( )L V 关于加法，数乘和映射的乘法构成一个代数。 
在线性代数中，我们有如下结论； 
引理 2.1. [1]-[3]  设{ }1 2, , , nα α α⋅⋅⋅ 是 V 的一组基，则对任意 V 中的任意 n 个向量 1 2, , nβ β β⋅⋅⋅ ，存在

唯一的 V 到 V 的线性变换 T，满足 ( )i iT α β=  ( )1,2, ,i n= ⋅⋅⋅ 。 
在泛函分析中，我们有传递性定理； 
引理 2.2. [4]-[7]  设 A 是 Hilbert 空间 H 上的不可约 ∗C -代数， 1 2, , , nx x x⋅ ⋅ ⋅ 是 H 中的线性无关向量组，

1 2, , ny y y⋅ ⋅ ⋅ 是 V 中的任意向量组，则存在算子T A∈ ，使得 ( )i iT x y= ， 1, 2, ,i n= ⋅⋅⋅ 。 

3. 正交化过程与传递 

下面的定理给出了可分 Hilbert 空间上可列基到另一组可列基的传递定理： 
定理 3.1.  设 H 是可分的 Hilbert 空间，则对 H 的任意两组基{ }1 2, , , ,nx x x⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 和{ }1 2, , , ,ny y y⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ，存

在线性算子 A，满足 i iAx y= ， 1,2,i = ⋅⋅⋅  
证明：令 ( )1 2, , , ,nspan x x x H⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = 。则 H 关于{ } 1i i

x +∞

=
的 Gram-Schmidt 标准正交化基{ } 1i i

e +∞
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其中， ( )( ) ( ),j j j jy e x x e y⊗ = ， 1,2,j = ⋅⋅⋅， x H∀ ∈   
由此可知， ( )i iu e y= ， 1,2,i = ⋅⋅⋅  
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记 ( ) ( )i iA x u e= ， 1,2,i = ⋅⋅⋅，其中 i
i

i

f
e

f
= ，则有 ( )i iA x y= ， 1,2,i = ⋅⋅⋅。 

说明：在定理 3.1 的证明中，我们没能确定传递算子 A 的有界性。下面的推论表明：若把定理 3.1
中的基 1 2, , , ,ny y y⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅换成正交基 1, , ,mβ β⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅，可使相应的传递算子 A 是可逆的，并且 Gram-Schmidt 正
交化过程可以作为传递定理 3.1 的特例。 

推论 3.2.  若{ } 1i i
α ∞

=
是可分 Hilbert 空间 H 上的一组基，则存在 H 上的可逆线性变换 T 和标准正交基

{ } 1i i
β ∞

=
，使得 ( ) ( )1 1, , , , , ,m mT α α β β⋅⋅⋅ = ⋅⋅ ⋅  。 

证明：由定理 3.1 可知，存在有线性变换 T 和正交基{ } 1i i
β ∞

=
，满足 ( ) ( )1 1, , , , , ,m mT α α β β⋅⋅⋅ = ⋅⋅ ⋅  ， 

同理，利用定理 3.1，我们可以给出线性变换 T 的逆变换 1T − 存在。 
下面在可分 Hilbert 空间中给出几个关于 Gram-Schmidt 正交化过程和传递性定理的例子： 
命题 3.3.  设{ } 1i i

v +∞

=
是可列无穷空间的一组基，其中{ } 1

+∞

=i i
v ， ( )T

1 1,0, , 0= ⋅ ⋅ ⋅v ， ( )T
2 1,1,0, , 0= ⋅ ⋅ ⋅v ，⋅ ⋅ ⋅，

( )T1, ,1,0, , 0= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅iv ， ⋅ ⋅ ⋅那么对于另一组标准正交基{ } 1i i
e +∞

=
，其中 ( )T0, , 0,1,0, , 0= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ie ，我们可以通过

一个变换； 
1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0
0 1 0 0 0 1 1 1 0 1 1 0

0 0 1 1 1

0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1i i i i i i
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( )1,2, ,= ⋅⋅⋅ +∞ ， 

把 iv 传递到 ie 上。 
命题 3.4. 

0

1 1 1, sin , sin
π π 2 π 2

n

x nx
+∞

=

  
 
  

                             (1) 
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                             (2) 

分别是 ( )
2
0,πL 空间的两组标准正交基，记 0

1
π

x = ，
1 sin
π 2nx nx= ， 0

1
π

y = ，
1 cos
π 2ny nx= ，

⋅ ⋅ ⋅  

则存在一个算子 ( ) ( )
1

, i i
i

u x x x y
+∞

=

= ∑ ，使得 ( ) , 0,1, 2,i iu x y i= = ⋅⋅⋅。 

推论 3.5. 设 V 是 n 维欧式空间， 1 2, , , mu u u⋅ ⋅ ⋅ 是 V 中 m ( )m n≤ 个线性无关的向量，则在 V 中存在 m
个两两正交的向量 1 2, , , mv v v⋅ ⋅ ⋅ ，使得 1 2, , , mv v v⋅ ⋅ ⋅ 张成的 V 的子空间恰好为由 1 2, , , mu u u⋅ ⋅ ⋅ 张成的 V 的子空

间，即 1 2, , , mv v v⋅ ⋅ ⋅ 是该子空间的一组正交基。 
证明：由推论 3.2 可得。 

4. 总结 

在本文中，Gram-Schmidt 正交化过程是代数中的结果，传递性定理是泛函分析中的重要结果，通过

建立它们之间的关系，我们能够把正交化过程看成是传递性定理的一个特例。 
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