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Abstract 

The article modifies Gronwall-Bellman inequality into vector form by the theory of differential 
equation and Cauchy matrix series expansion. 
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摘  要 

本文用微分方程组理论和柯西矩阵级数展开作为工具，将Gronwall-Bellman不等式推广成向量形

式。 
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1. 引言 

众所周知，积分不等式在研究常微分方程和积分方程的解的性质中起着十分重要的作用[1]-[4]。1919
年，Gronwall 在研究微分方程关于参数依赖性时建立了一类基本的积分不等式，被称为 Gronwall 不等式，

Bellman 于 1943 年[5]、Bihari 于 1956 年[6]得到类似的一系列不等式。目前众所周知的 Gronwall-Bellman
不等式结果叙述如下： 

引理 1.1 [2] (Gronwall-Bellman 不等式) 设 k 为非负常数， ( )f t 和 ( )g t 为在区间 a t b≤ ≤ 上的非负连

续函数，且满足不等式 ( ) ( ) ( )dt

a
f t k f s g s s≤ + ∫ ， [ ],t a b∈ ，则有 

( ) ( )( )exp d
t

a
f t k g s s≤ ∫ ， [ ],t a b∈  

上世纪五、六十年代以后, Gronwall-Bellman 不等式被广泛用于研究常微分方程、差分方程、测度微

分方程、泛函微分方程及偏微分方程的解的存在性、唯一性、有界性、稳定性等,从而引起数学家们的广

泛注意,已发表的大量研究工作对不等式作了各式各样的推广。 
近些年来，国内有学者通过变动上、下积分限对 Gronwall-Bellman 不等式结果进行一系列推广[7]。

特别地，一些学者对 Gronwall-Bellman 不等式的高维情况进行了大量深入的研究[8] [9]。 
本文的主要目的是运用 Cauchy 矩阵级数作为工具对 Gronwall-Bellman 不等式进行研究，将一维的

Gronwall-Bellman 不等式结果[2]推广到高维形式，将与线性齐次方程组有关联的 Gronwall-Bellman 不等

式结果[8]推广到与线性非齐次方程组相关联的 Gronwall-Bellman 不等式，并给出本文所得结果在微分不

等式组方面的一个应用。 
首先，给出一个定理证明中用到的一个已知结果。 
引理 1.2 [3]设 ( )A t 为 n n× 矩阵，它的元素是 2n 个函数 ( )( ), 1, 2, ,ija t i j n= ⋅⋅⋅ ，设 

( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , nf t f t f t f t= ⋅ ⋅ ⋅ ， ( ) ( ) ( ) ( )( )T

1 2, , , nx t x t x t x t= ⋅ ⋅ ⋅ ， 

则 ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , nx t x t x t x t′ ′ ′ ′= ⋅ ⋅ ⋅ ，若 ( )tΦ 为 ( ) ( ) ( )x t A t x t′ = 的基解矩阵，则线性方程组 

( ) ( ) ( ) ( )x t A t x t f t′ = + 满足 ( )0tϕ η= 的解由 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 1
0 d

t

t
t t t s f s sϕ − −= Φ Φ + Φ∫ 给出。 

其次，为了能清晰方便地表述我们的结果，给出以下定义： 
定义 1 设 ( )ijA a= ， ( )ijB b= 是二个 n m× 矩阵， 1m = 时， A 与 B 是二个 n 维列向量。若 

( )1 ,1ij ija b i n j m≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ，则称 A 不超过 B ，记为 A B≤ 。 A B≥ 当且仅当 B A≤ 。 

2. 主要结果及其证明 

定理 2.1 若 n 阶方阵 ( ): n nA t R A t R ×∈ → ∈ ，并且 ( )A t 的每个分量函数都连续，而且当 0t t≥  ( 0t 为

一实常数)时，有 
(i) ( ) 0A t ≥ ; 

(ii) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

d d
t t

tt
A t A A tA τ τ τ τ≤⋅ ⋅∫∫ ; 

(iii) ( ) ( ) ( ) ( )
0

d
t

t
x t C A x fτ τ τ τ≤ + +  ∫ 。 

其中 ( )x t ，C ， ( )f t 是 n 维列向量， ( ) [ )0 ,x t t∈ +∞ ， ( ) 0x t ≥ ， 0C ≥ ， ( ) 0f t ≥ ，则当 0t t≥ 时，有 
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( ) ( ) ( ) ( )d d
e e d

t
t to o

o

A A s st

t
x t C f

ττ τ
τ τ

−∫ ∫ ≤ + ⋅  ∫  

证明：令 

( ) ( ) ( ) ( )
0

d
t

t
y t C A x fτ τ τ τ= + +∫  

则 ( ) ( ) ( ) ( )y t A t x t f t′ = + 。将之写成 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )y t A t y t x t y t f t′ = − + , ( )0 0C y t= 。 

设 ( )x t 为 ( ) ( ) ( )z t A t z t′ = 的一个标准基解矩阵，则由引理 1.2 知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
0

, d
t

t
y t x t C K t A x y fτ τ τ τ τ τ = ⋅ + − + ∫  

其中， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )11
1 1 1 1 2 2, ( ) d d d

t t t
K t x t x I A t t A t t A t t

τ τ τ
τ τ −= ⋅ = + + +∫ ∫ ∫   

特别 0tτ = 时，有 

( ) ( ) ( ) ( )1

0 0 0
1 1 1 1 2 2d d d

t t t

t t t
x t I I A t t A t t A t t= + + + +∫ ∫ ∫   

由(ii)有 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0 0

0

2d 1 1d d d
d 2! 2

d

t t t

t t t

t

t

A A t A A A t
t

A t A

τ τ τ τ τ τ

τ τ

   = +     

≥

∫ ∫ ∫

∫
 

将 t 换成 1t ，对在区间 [ ]0 ,t t 上积分上述不等式得： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

0 0 0 0 0

2

1 1 1 1 2 2
1 d d d d d
2!

t t t t t

t t t t t
A A t t A A t t A t tτ τ τ τ≥ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

由(i)和(ii)，有 

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

0

0 0 0 0

0

2

0 0

3

2 2

2

2 2 3 3

d 1 d
dt 3!

1 d d d d
6
1 d
2

d d

t

t

t t t t

t t t t

t

t

t t

t t

A

A t A A A t A A A t

A t A

A t A t t A t t

τ τ

τ τ τ τ τ τ τ τ

τ τ

 
  
 = + ⋅ +  

≥

≥

∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫

∫ ∫

 

将 t 换成 1t ，对在区间 [ ]0 ,t t 上积分上述不等式得 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 2

0 0 0 0

3

1 1 2 2 3 3
1 d d d d
3!

t t t t

t t t t
A A t t A t t A t tτ τ ≥∫ ∫ ∫ ∫ 。 

同理可得 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3

0 0 0 0 0

4

1 1 2 2 3 3 4 4
1 d d d d d
4!

t t t t t

t t t t t
A A t t A t t A t t A t tτ τ ≥∫ ∫ ∫ ∫ ∫ 。 

由(3),得 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
0

0 0 0 0

2 3 d1 1 1d d d d e
2! 3! !

t
t

n At t t t

t t t t
x t I A A A A

n
τ τ

τ τ τ τ τ τ τ τ ∫≤ + + + + + =∫ ∫ ∫ ∫   
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由 ( ) ( )1x t x t I− = ，可知 ( ) ( )
0

d1 e
t
t A

x t
τ τ−− ∫≤ ,即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0

0 0

0

1

d d

, d d

e e d
t t
t t

t t

t t

A A s st

t

K t f x t x f

f
τ τ

τ τ τ τ τ τ

τ τ

−

−∫ ∫

=

≤ ⋅ ⋅

∫ ∫

∫
 

此时 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0

0 0 0

0

d d d

, d

e e e d
t t t
t t t

t

t

A A A s st

t

y t x t C K t A x y f

C f
τ τ τ τ

τ τ τ τ τ τ

τ τ
−∫ ∫ ∫

 = ⋅ + − + 

≤ ⋅ + ⋅

∫

∫
 

这样就得到了： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0

0

d d d
e e e d

t t t
t t tA A A s st

t
x t C f

τ τ τ τ
τ τ

−∫ ∫ ∫ ≤ + ⋅  ∫  

至此运用引理 1.2，定理 2.1 得证。 

注记 1 若 1n = 则条件(ii)成立，结论正是原始的 Gronwall-Bellman 引理(即本文中的引理 1.1)。故本

定理是此不等式的推广。 

3. 应用 

在本节，我们利用已得定理研究微分不等式组的解的性质。 
定理 3.1： 若 ( )x t 为 n 维列向量， 0 0A ≥ 为实数，满足 ( ) ( )0x t A x t′ ≤ ， ( )0 0x = ， ( ) 0x t ≥ ， [ )0,t∈ +∞ ，

则 ( ) 0x t ≡ 。 

证明：由条件知 0t ≥ ， ( ) 0x t ≥ ，于是满足定理条件(i)。又因为 0 0A ≥ 为实数，且 

( ) ( )0 00 0
d d

t t
x xA A tt τ τ≤⋅ ⋅∫ ∫ ，于是满足条件 (ii)。因为 ( ) ( )0x t A x t′ ≤ ，两边在区间 [ )0,+∞ 上积分得

( ) ( ) ( )0 0
0 d

t
x t x A x τ τ− ≤ ∫ 于是 ( ) ( ) ( )0 0

0 d
t

x t x A x τ τ≤ + ∫ 满足条件(iii)。所以 

( ) ( ) ( )0 0d d
e 0 e d

t
t to o

o

A A st

t
x t x f

ττ
τ τ

−∫ ∫ ≤ + ⋅  ∫ ，其中 ( )0 0f = ， ( )0 0x = ，所以 ( ) 0x t ≤ 。又因为 ( ) 0x t ≥ ，所

以 ( ) 0x t ≡ 。 
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