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Abstract 
Transformation method is one of the basic methods of mathematical methodology. From the di-
rection of the transformation, this paper discusses the transformation method in the application 
of advanced algebra. Students should cultivate their thought of transformation consciously in the 
learning of advanced algebra knowledge. 
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摘  要 

转化方法是数学方法论中的基本方法之一，本文通过从转化的方向着手，探讨转化方法在高等代数中的

具体应用。学生在学习高等代数知识的同时要有意识地培养转化的思想。 
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1. 引言 

数学方法论中的转化思想是指把需要解决的问题通过某种转化过程，归结到一类已经能解决或者比

较容易解决的问题中，最终获得问题的解答的一种思想方法[1]。转化的方法是指实现由所需要解决的问

题向已经解决的或较易解决的问题的手段。每实现一次转化，都涉及到转化的对象、转化的方向和实现

转化的方法[2]。我们把转化对象、方向、实现方法称之为转化的三要素。转化的对象是指变形的成分，

在高等代数中一般有：将“未知”化为“已知”，一个关系转化为另一个关系，一个量转化为另一个量，

一种运算转化为另一种运算等。转化的方向是指变形的目标[3]，一般有以下几种：化繁为简、化抽象为

具体、化难为易、化综合为单一、化未知为已知等。实现转化的方法是指由所需要解决的问题向已经解

决的或较易解决的问题转化的手段[4]，它包含特殊化法、一般化法、恒等变形法、分割法、添减法等。 

2. 化繁为简 

化繁为简是转化方法的基本方向之一，即就是将复杂的问题通过一些转化手段转化成较为简单的问

题，先解决简单的问题然后再进行反演，再最后得到原问题的解。 
在高等代数中，化繁为简应用十分广泛，例如，在线性方程与二次型中，将繁杂的解题过程，转化

成较为简单的矩阵计算。 
例 1.1  解下列方程组 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 1
3 2 2 3 2
5 2 1
2 3 4

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

+ − + =
 − + − =
 + − + = −
 − + − =

                                (1) 

解  设线性方程组(1)的增广矩阵为 A ，则 

2 1 1 1 1
3 2 2 3 2
5 1 1 2 1
3 1 1 3 4

A

− 
 − − =
 − −
 

− − 

�
�
�
�

 

对 A 进行初等变换有：  

2 1 1 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 1 1
3 2 2 3 2 3 2 2 3 2 7 0 0 1 4
5 1 1 2 1 5 1 1 2 1 3 0 0 1 2
3 1 1 3 4 3 1 1 3 4 4 0 0 2 5

2 1 1 1 1 2 1 1 1 1
7 0 0 1 4 7 0 0 1 4

10 0 0 0 2 10 0 0
10 0 0 0 3

A

− − −     
     − − − − −     = → →
     − − − − −
     

− − − − −     
− − 

 − − → →
 
 
− − 

� � �
� � �
� � �
� � �

� �
� �
�
�

0 2
0 0 0 0 1

 
 
 
 
 

− 

�
�
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因为秩 ( ) 3A = <秩 ( ) 4A = ， 

故原方程组(1)无解。 

分析  本题的线性方程组中有四个未知数的线性方程

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 1
3 2 2 3 2
5 2 1
2 3 4

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

+ − + =
 − + − =
 + − + = −
 − + − =

，解这四个方程时，每 

一步都有重复的未知数 ( )1,2,3,4ix i = ，这就使得解题过程十分繁杂，而我们知道在解方程过程中，实际

上是系数在变化，那么就可以通过线性方程组与矩阵的联系，其转化成较简单的增广矩阵 A ，再对增广

矩阵 A 进行化简，这样解的过程就变得较为简单了。 
例 1.2  化下列二次型为标准形： 

2 2 2
1 2 4 1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 42 4 4 2 2 2 2x x x x x x x x x x x x x x x+ + + + + + + +  

解   写出二次型的系数矩阵 A ，就将繁杂的二次型问题化为较为简单的矩阵问题。 

1 2 2 1
2 2 1 1
2 1 0 1
1 1 1 1

A

 
 
 =
 
 
 

, 

然后对

A

E

 
 
 
  

� 进行简化 

1 2 2 1 1 0 2 1
2 2 1 1 0 2 3 1
2 1 0 1 2 3 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 0 1 2 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 1
0 2 3 1
0 3 4 1
1 1 1 1

     
1 2 2 0
0 1 0 0
0 0 1

A

E

   
   − − −   
   −
   

−     
     = →     
  −    

   
   
   
   
   

− − −
− − −
− −

→
− −

� � � � � � � � �

� � � �

1 0 0 0
0 2 0 0

10 0 0
2

0 0 0 0
,

1 2 1 1
30 1 1
20

0 0 1 10 0 0 1
0 0 0 1

A

T

 
   −  
  
  
   ′   

    → =    
  − −   

  
   −
  
   −  
  

�� � � �

 

根据矩阵T ，设出过渡量 
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令

1 1 2 3 4

2 2 3 4

3 3 4

4 4

2
3
2

x y y y y

x y y y

x y y
x y

= − + −

 = − +

 = −


=

 

从而得到二次型的标准形为： 

( ) 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3

1, , , 2
2

f x x x x y y y= − + 。 

分析  上式的二次型若用配方法则过程由于要重复的写 ( )1,2,3,4ix i = ，而 ( )1,2,3,4ix i = 又是不变

的，所以解题过程就相当繁杂，我们可以将繁杂的部分去掉，只考虑简单的系数，即将 

2 2 2
1 2 4 1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 42 4 4 2 2 2 2x x x x x x x x x x x x x x x+ + + + + + + + 转化成矩阵

1 2 2 1
2 2 1 1
2 1 0 1
1 1 1 1

A

 
 
 =
 
 
 

进行，所求出的 A′  

就是标准形的系数矩阵。 

3. 化抽象为具体 

在高等代数中，抽象的概念让我们难以理解，同样，在解题中抽象的题目也让我们无从下手，这就

需要我们运用转化的方法将抽象的问题化为具体的问题，通过求解具体的问题，从而得到原问题的解。 
例 2.1  t 取什么值时，下列二次型是正定的 

2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 32 2 4x x x tx x x x x x+ + + − +  

分析  要证明二次型正定，可以通过定义将抽象的二次型正定转化成其对应矩阵正定，即将抽象的

2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 32 2 4x x x tx x x x x x+ + + − + 转化成具体的对称矩阵

1 1
1 2

1 2 5

t
A t

− 
 =  
 − 

，对矩阵进行求解化简。 

解   二次型的矩阵为 

1 1
1 2

1 2 5

t
A t

− 
 =  
 − 

 

由实二次型 ( )1 2
1 1

, , ,
n n

n ij i j
i j

f x x x a x x X AX
= =

′= =∑∑� 是正定的充要条件为矩阵 A 的顺序主子式全大于零

可知，当 A 的所有顺序主子式都大于 0 时，即 

( )2
1 2 3

1
1 0,  1 0,  4 5 0

1
t

t A t t
t

∆ = > ∆ = = − > ∆ = = − + > 时，原二次型为正定矩阵的，联立得 

( )

21 0,
4 5 0,
t

t t
 − >

− + >

解得
4 0
5

t− < < ，所以当
4 0
5

t− < < 时，该二次型正定。 

在线性变换中，转化方法用得比较多，而化抽象为具体的应用主要在证明一些变换的特征值或变换

是否可逆中。 
例 2.2  设 A 是线性空间V 上的可逆变换，证明：A 的特征值一定不为零。 
解析 A 是可逆变换是抽象的，要直接找出它的特征值是十分困难的，而由变换与矩阵的联系，可将
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线性变换问题转化成矩阵问题求解，即将抽象的可逆变换 A 转化成具体的矩阵 A ，通过求解 A 的特征多

项式来确定 A 是否等于 0，从而得到 A 的特征值，再反演成线性变换的特征值。 
证明   设与可逆变换 A 对应的矩阵为 A ，则矩阵 A 可逆， A 的特征多项式 

( ) ( ) ( )1
11 22 1 nn n

nnf a a a Aλ λ λ −= − + + + + + −� �  

因为 A 可逆，故 0A ≠ ，又因为 A 的特征值就是 ( )f λ 的全部根，这些根的积等于 0A ≠ ，故 A 的

特征值一定不为零。 
而同样，在欧几里得空间中，在证明两个欧式空间同构时，也常用到化抽象为具体，将抽象的同构

问题转化成空间的维数问题，进而转化成两组向量秩的问题。 
例 2.3 设 1 1, , , , ,m mα α β β� � 为 n 维欧式空间V 的两组向量，证明：若 

( ) ( ), , ,  , 1, 2, ,i j i j i j mα α β β= = � ，则 ( )1, , mL α α� 与 ( )1, , mL β β� 同构。 
分析   要证抽象的二维向量构成的空间 ( )1, , mL α α� 与 ( )1, , mL β β� 同构，只需证它们维数相等，

等价于这两个向量组的秩相等，即将抽象的两组向量构成的空间 ( )1, , mL α α� 与 ( )1, , mL β β� 同构转化成

具体的维数跟秩的相等。 
证明   令 1, , rα α� 为 1, , mα α� 的一个极大线性无关组， r 为其秩，1 r m≤ ≤ ，则 

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1

1

, ,
0

, ,r r r

α α α β

α α α α
≠

�
� �

�
, 

由于 ( ) ( ), , ,  , 1, 2, ,i j i j i j mα α β β= = � ，推知 

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

1

, ,
0

, ,

r

r r r

β β β β

β β β β
≠

�
� �

�
, 

进而 1, , mβ β� 线性无关，因此维 ( )1, , mL rβ β ≥� ， 
即维 ( )1, , mL α α ≥� 维 ( )1, , mL β β� ， 
同理可证维 ( )1, , mL β β ≥� 维 ( )1, , mL α α� ， 
所以 ( )1, , mL α α� 与 ( )1, , mL β β� 的维数相等，因此，它们同构。 

4. 化难为易 

难和易是对立统一的，它们既相互联系又相互区别，化难为易在高等代数中的应用主要是反证法和

行列式、矩阵的运算，具体如下： 

例 3.1  证明：
2

1
2! !

nx xx
n

+ + + +� 不能有重根。 

分析  要证明
2

1
2! !

nx xx
n

+ + + +� 不能有重根，只要证明 ( ) ( )( ), 1f x f x′ = ，而要证明 

( ) ( )( ), 1f x f x′ = 比较难，我们常用的方法就是正难则反，从反面入手，只需设出 ( )f x 的重根，求

出它的值，看它是否是 ( )f x 的根。 

证明   (反证法)令 ( )
2

1
2! !

nx xf x x
n

= + + + +� ，则 

( ) ( )
2 1

1
2! 1 !

nx xf x x
n

−

′ = + + + +
−

�  
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假设α 是 ( )f x 的一个重根，则有 

( )

( ) ( )

2

2 1

1 0
2! !

1 0
2! 1 !

n

n

f
n

f
n

α αα α

α αα α
−


= + + + + =



 ′ = + + + + =
 −

�

�
 

从而可得 0
!

n

n
α

= ，进而 0α = ，但是零不是 ( )f x 的根，矛盾。故 

2

1
2! !

nx xx
n

+ + + +� 不能有重根。 

例 3.2 计算行列式

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

1 1 ... 1
1 1 ... 1

1 1 1

n

n
n

n n n n

x y x y x y
x y x y x y

D

x y x y x y

+ + +
+ + +

=

+ + +
� � � �

�

 

分析  行列式 nD 不是我们常规的行列式， 
解 令 

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

1 1 ... 1
1 1 ... 1

1 1 1

n

n

n n n n

x y x y x y
x y x y x y

A

x y x y x y

+ + + 
 + + + =
 
 
+ + + 

� � � �
�

 

则  

1

2

1 2

1
1 1 1 1

1
n

n

x
x

A
y y y

x

 
   =     
 

�
� � �

, 

故当 3n ≥ 时，秩 ( ) 3A < ，故 0A = 。 
例 3.3 如果 ( ) ( ) ( )1 2 3, ,f x f x f x 是线性空间 [ ]P x 中三个互素的多项式，但其中任意两个都不互素，那

么它们线性无关。 
分析  要证明 ( ) ( ) ( )1 2 3, ,f x f x f x 线性无关，而条件就只有 ( ) ( ) ( )1 2 3, ,f x f x f x 其中任意两个都不互

素，而 ( ) ( ) ( )1 2 3, ,f x f x f x 又没有具体的表达式，从正面入手比较难，那么就考虑反面，假定

( ) ( ) ( )1 2 3, ,f x f x f x 线性相关，根据线性相关的定义，只需证明是否存在三个不全为零的数 1 2 3, ,k k k ，使  

( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3 0k f x k f x k f x+ + = ，解此式子则较为简单。 
证明   (反证法)假定 ( ) ( ) ( )1 2 3, ,f x f x f x 线性相关，则存在不全为零的数 1 2 3, ,k k k ，使 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3 0k f x k f x k f x+ + =  

不妨设 1 0k ≠ ，那么有 

( ) ( ) ( )32
1 2 3

1 1

kkf x f x f x
k k

= − −                                ① 

又因为 ( ) ( ) ( )1 2 3, ,f x f x f x 互素，所以存在多项式 ( ) ( ) ( )1 2 3, ,u x u x u x ，使 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3 1u x f x u x f x u x f x+ + =                           ② 
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将①式代入②式，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )32
2 1 2 3 1 3

1 1

1
kku x u x f x u x u x f x

k k
   

− + − =   
   

， 

因此 ( )3f x 与 ( )2f x 互素，这与已知矛盾,故 ( ) ( ) ( )1 2 3, ,f x f x f x 线性无关。 

5. 化一般为特殊 

特殊与一般是对立的统一，高等代数的学习和研究中特殊与一般是可以相互转化的，例如在证明多

项式整除问题中，可以通过找出特殊值如公共根，特殊根等进行证明，再将结果推广到一般情形；在行

列式、矩阵证明中应用的数学归纳法也是将一般转化成特殊情况进行。 
例 4.1 证明：如果 ( ) ( )1 nx f x− ，那么 ( ) ( )1n nx f x− 。 

分析   由于 1x − 是一次，而 1nx − 是 n 次，如果直接入手很难，观察 ( ) ( )1n nx f x− 可知，1 是 ( )nf x

的根，又 21 1 1n = = ，所以可取特殊值 1x = 进行证明。 
证明   由于 ( ) ( )1 nx f x− ，则有 1 是 ( )nf x 的根，即 

( ) ( )1 1 0nf f= = ， 

这说明 1 是 ( )f x 的根，即 ( ) ( )1n nx f x− 。于是存在多项式 ( )p x ， 

使得 ( ) ( ) ( )1f x x p x= − ，进而有 ( ) ( ) ( )1n n nf x x p x= − ，所以 ( ) ( )1n nx f x− 。 

[5]例 4.2 证明：

cos 1 0 0 0
1 2cos 1 0 0

cos0 1 2cos 0 0

0 0 0 1 2cos

n

α
α

αα

α

=

�
�
�

� � � � �
�

。 

[6]证明   (数学归纳法) 
当 1n = 时，左边 cosα= =右边； 

当 2n = 时，左边 2cos 1
2cos 1 cos 2

1 2cos
α

α α
α

= = − = =右边， 

假设对于一切阶数小于 n 的行列式等号都成立，下证 n 阶行列式的情形： 
记 n 阶行列式为 nD ，按最后一行展开，得 1 22cosn n nD D Dα − −= −  
由归纳假设可知，有 

( )1 cos 1nD n α− = − ， 

( )
( )
( ) ( )

2 cos 2

cos 1

cos 1 cos sin 1 sin ,

nD n

n

n n

α

α α

α α α α

− = −

= − −  
= − + −

 

所以  

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )

2cos cos 1 cos 1 cos sin 1 sin

cos 1 cos sin 1 sin

cos 1

cos

nD n n n

n n

n

n

α α α α α α

α α α α

α α

α

= − − − − −

= − − −

= − +  
=
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故结论得证。 
注   本题采用的是化一般为特殊中常用的数学归纳法，通过找出特殊的行列式的规律，总结推知一

般情况。 

例 4.3     计算

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

n− − − 
 − − − 
 − − −
 
− − − 

 

分析    要求

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

n− − − 
 − − − 
 − − −
 
− − − 

，可以转化成求出

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

A

− − − 
 − − − =
 − − −
 
− − − 

的特殊方幂，即求出

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

A

− − − 
 − − − =
 − − −
 
− − − 

幂的一个值使得它成为较为易求的矩阵，通过计算我们可以找出 

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

A

− − − 
 − − − =
 − − −
 
− − − 

的 2 次幂是一个数量矩阵且与 2 的次幂有关，就可以将其转化成 22 E ，再通过它

与 n 次幂的关系，求出最终解。 

解   令

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

A

− − − 
 − − − =
 − − −
 
− − − 

，则 

2

2 2 2

1 1 1 1 4 0 0 0 1 0 0 0
1 1 1 1 0 4 0 0 0 1 0 0

2 2
1 1 1 1 0 0 4 0 0 0 1 0
1 1 1 1 0 0 0 4 0 0 0 1

A E

− − −     
     − − −     = = = =
     − − −
     
− − −     

 

当 n 为偶数时，设 2n k= ，有 

( ) ( )2 2 2 22 2 2
k kn k k nA A A E E E= = = = =  ( k 取正整数) 

当 n 为奇数时，设 2 1n k= + 有， 
2 1 2 2 12 2n k k k nA A A A EA A+ −= = = =  ( k 取自然数) 

6. 化综合为单一 

综合是由许多单一的部分通过某些联系而构成的复杂体，而单一则是一个个简单的事物部分。高等

代数解题中，综合的问题一般都难以解答，就需要将其转化成一个个单一的问题，然后逐一解决，从而

得到原问题的解。 
在高等代数中，这一方法应用比较广泛。如，在线性空间与线性变换的特征值与特征向量的求解中，

可以利用特征多项式，将其转化成求各个特征值的对应特征向量进行。 
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[5]例 5.1 设 1 1 2b a a= + ， 2 2 3b a a= + ， 3 3 4b a a= + ， 4 4 1b a a= + ，证明：向量组 1b ， 2b ， 3b ， 4b 线

性相关。 
分析  本题要证明 1b ， 2b ， 3b ， 4b 线性相关，关键在 1a ， 2a ， 3a ， 4a 是否线性相关上，而 1a ， 2a ，

3a ， 4a 的线性相关性题目中未给出，那么就需要我们进行分情况讨论，就把原问题转化成 1a ， 2a ， 3a ，

4a 线性相关或线性无关两个问题，然后逐一解决。 
[6]证明   设 1 1 2 2 3 3 4 4 0x b x b x b x b+ + + = ，即 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 1 0x a a x a a x a a x a a+ + + + + + + = . 

1) 1a ， 2a ， 3a ， 4a 线性相关，则存在不全为零的数 1k ， 2k ， 3k ， 4k ，使得 

1 1 4k x x= + , 2 1 2k x x= + , 3 2 3k x x= + , 4 3 4k x x= + . 

由 1k ， 2k ， 3k ， 4k 不全为零知， 1x ， 2x ， 3x ， 4x 不全为零，即 1b ， 2b ， 3b ， 4b 线性相关。 
2) 1a ， 2a ， 3a ， 4a 线性无关，则 

1 4 1

1 2 2

2 3 3

3 4 4

0 1 0 0 1
0 1 1 0 0

0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1

x x x
x x x
x x x
x x x

+ =   
   + =   ⇔ =   + =    + =   

, 

由

1 0 0 1
1 1 0 0

0
0 1 1 0
0 0 1 1

 
 
  =
 
 
 

知，此齐次线性方程组存在非零解，则 1b ， 2b ， 3b ， 4b 线性相关。 

综合 1) 2)得证。 
例 5.2 设 ( ) ( ) [ ], ,n nM P f x g x P x×∈ ∈ ，且 ( ) ( )( ), 1f x g x = ， 

令 ( ) ( ) 1 2, , , ,A f M B g M W W W= = 分别为线性方程组 0,  0,  0ABX AX BX= = = 的解空间，证明：

1 2W W W= ⊕ 。 
分析：证明 1 2W W W= ⊕ 是一个较为综合的问题，我们可以把它分解成先证明W 与 1 2W W+ 相等，再

证明 1 2W W+ 是直和，这样问题就简单化了。 
证明：① 先证 1 2W W W= +  
设 1 1 2 2,  W Wα α∈ ∈ ，即 1 20, 0A Bα α= = ，从而 

( )1 1 2 1 2 0B AB AB BA ABα α α α α α+ = + = + =  

故 1 2 1 2A W Wα α+ ∈ + ，即 

1 2W W W+ ⊂                                       (1) 

又由于 ( ) ( )( ), 1f x g x = ，故 ( ) ( ) [ ],u x v x P x∃ ∈ ，使得 ( ) ( ) ( ) ( ) 1u x f x v x g x+ = ，从而有 

( ) ( ) ( ) ( )u M f M v M g M E+ = ，即 ( ) ( )u M A v M B E+ =  

这样 Wβ∀ ∈ ，有 ( ) ( )u M A v M Bβ β β= +  
令 ( ) ( )1 2,v M B u M Aβ β β β= = ，此时有 

( )( ) ( )( )1 0A A v M B v M ABβ β β= = =  

( )( ) ( )( )2 0B B u M A u M ABβ β β= = =  
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即 1 1 2 2,W Wβ β∈ ∈ ，故 1 2 1 2W Wβ β β= + ∈ + ，即 

1 2W W W+ ⊃                                       (2) 

综合(1)式和(2)式得        

1 2W W W= +  

再证 1 2W W+ 直和 

1 2W Wχ∀ ∈ ∩ ，由前知 ( ) ( ) ( ) ( )u M f M v M g M E+ =  

有 ( ) ( ) 0u M A v M Bχ χ χ= + = 即 

{ }1 2 0W W∩ = ，所以 1 2W W+ 直和 
综上知  1 2W W W= ⊕  

转化方法在高等代数中的应用是十分的广泛，充分的理解转化方法在高等代数中的应用，能让我们

对转化方法有系统的认识，并且能锻炼我们的思维能力，提高我们的解题能力和运用能力。 
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