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Abstract 
Isolation in isolated periodic solutions implies that the system neither exists other periodic solu-
tions nor exists singular points of the system in its neighborhood. We give examples to illustrate 
that the closed trajectories in an annular region are not all limit cycles, although the right-side 
functions are analytic functions. In our case, there are singular points in the periodic solution. 
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摘  要 

孤立的周期解中的孤立意味着，在它的邻域内既不存在别的周期解，也不存在系统的奇点。文中举例说

明了在平面驻定系统右端函数是解析的情形下，环域中的闭轨并不都是极限环。所举的例子中，周期解

上存在奇点。 
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1. 引言 

Poincaré-Bendixson 环域定理[1]说明了，只要能构造出一个有界的环形闭域 D，在其上沿有奇点，且

在其边界上轨线均进入(或离开)该域，自然，进入(或离开)该域的解均不会再离开(或进入)域 D，那么可

以肯定在域 D 内必存在周期解(闭轨线)。如果这周期解(闭轨线)是孤立的，那么它就是极限环，这样，可

以通过构造特殊的环域来寻求极限环，并大致确定其位置，如果环域越狭小，则极限环的位置就越准确。 
在实际判断时有文献(如[1])指出，对于平面驻定系统 

( ) ( )d d, , ,
d d
x yX x y Y x y
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= =                                   (1) 

当它是解析向量场，即右端函数 X，Y 是解析函数时，环域中的闭轨(如果存在的话)都是孤立的，因

而它们都是极限环。事实上，这个结论是有问题的。 

2. 例子与相关结果 

例 1. 确定系统 
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的周期解、极限环，并讨论极限环的稳定性。 

解：易检验
X Y
x y

∂ ∂
+

∂ ∂
在系统(2)的定义区域内是变号的，于是不能否定系统(2)存在周期解或极限环[2]。 

取极坐标变换 cosx r θ= ， siny r θ= 后，(2)化为 
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方程组(3)有三个平衡解 0r = ， ( )08 t tθ = − ； 1r = ， ( )tθ θ= ； 3r = ， ( )tθ θ= 。 
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减少，同样， 2 2 cosr r θ− 的最大值为 2 2r r+ ，此时 ( )22d 2 8 1 9 9 9 0
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变号；当 3r > 时 ( )( )2 2d 1 9 0
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θ
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变号。 
从上面的讨论可知，在圆 1r = 的内部，轨线沿顺时针方向盘旋地逐渐增大趋于 1r = ；在圆 1r = 之外、

圆 2r = 之内，轨线沿顺时针方向盘旋地逐渐减小趋于 1r = 。 1r = 是系统的一个周期解(闭轨线)。又，系

统(2)的右端函数是解析的，且在圆 1r = 的邻域内不含有(2)的奇点，故 1r = 是周期为 2π 的一个孤立的周

期解，即它是一个稳定的极限环。在圆 3r = 之内、圆 2r = 之外，轨线一会儿沿逆时针方向逐渐减小地

远离 3r = ，一会儿沿顺时针方向逐渐减小地远离 3r = 。在圆 3r = 外的邻域内，轨线也都是变换方向地

逐渐增大远离 3r = 。所以 3r = 是一个周期解(闭轨线)，但是由联立方程组 
2 2

2 2
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                                    (4) 

解得
1
2

x = ，
35
2
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这两个点
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2 2
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−  

 
都是系统的奇点，且它们位于圆 3r = 上，所以 3r = 不是系统的极

限环。 
例 2. 系统的一般情形 
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                  (5) 

其中 1n > ， n R∈ 。 
同样地， r n= 是系统 (5)的一个周期解 (闭轨线 )，但是 (5)有两个位于圆 r n= 上的奇点

1 4 1,
2 2

n −
±  

 
，所以 r n= 不是系统(5)的极限环。 

例 3. 又一种一般的情况 

( )( ) ( )
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                   (6) 

其中 1n > ， n R∈ 。 
类似地， r n= 是系统 (6)的一个周期解 (闭轨线 )，但是 (6)有两个位于圆 r n= 上的奇点

4 1 1,
2 2
n −

±  
 

，所以 r n= 不是系统(6)的极限环。 

3. 结语 

作为极限环的定义的“孤立的周期解”中，孤立的含义是，在它(周期解)的邻域内既没有其它的闭轨

线，也没有系统的奇点。切不可顾及了一个方面而忽视了另一个方面。 
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