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Abstract 
The mathematical modeling, the model of the mathematical common sense of the real problem, 
obtains the optimal decision plan. In these practical problems, for example, the production plan of 
the factory, the reasonable use of the material topic, which can create the optimization model. And 
then we solve it in an optimal way find the optimal decision. They are different in different ways. 
This paper presents three commonly used optimization models; Linear programming, nonlinear 
programming, and integer programming model. Some examples are given in detail. 
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摘  要 

数学建模，即是对现实题目用数学常识成立模型，从而获得最优的决策方案。在这些现实问题中，例如：

工场出产规划题目，合理使用材料题目，都可以创立优化模型。然后用最优化的方法解决，找出最优决
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策。题目不同，用到的方式也不一样。本文主要罗列了三种常用的优化模型：线性规划、非线性规划、

以及整数规划模型。并通过一些实例详细说明。 
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1. 引言 

在 20 世纪中期，数学建模[1]就在欧美国度首次被发现，而在中国的呈现稍晚些，但是大约在 80 年

代初始咱们国家也就有了。它的核心即是创立数学模型[2]，使得问题获得最优化的解决。而数学建模最

关键而又最难的是模型的建立。建造模型是一种创作，成功的模型往往是科技和创作的结果。 
在建模前就要做一些准备工作，比如：认识须要处理题目的现实状态以及现实成果，尽可能多的了

解处理东西的种种相关知识；接着用数学思想来分析问题的最本质的内在联系，把数学思维与问题的全

过程充分结合；最后用数学语言的形式来描述具体问题，并且所描述的结果有具体的要求；首先是符合

数学理论和习惯，其次是清晰准确。 
本文主要罗列了三的优化方法：线性、非线性[3]以及整数规划模型[4]。并通过一些实例详细说明。 

2. 优化模型 

最优化方法[5]，也称做运筹学方法，是数学的一个分支，是上世纪二次大战前后慢慢累积成的一门

学科。最优化方法最核心的内容是通过运用数学方法来对各种系统的优化途径以及方案进行研究，为决

策者提供科学决策依据，以便做出合理科学的决策。 
从数学角度上来说，最优化方法的本质就是一种求极值的方法，具体的说就是在一组约束条件为等

式或者不等式的情形下，使得系统的目标函数要么达到最大值，要么达到最小值。常用的优化方法有线

性、非线性以及整数规划模型。 

2.1. 线性规划模型 

线性规划[6]是探究由线性等式或不等式构成的约束条件下的极值题目，可以解决种种规划、出产、

运输等科学解决与工程范畴方面的问题。它的主要算法是单纯形法。 
线性规划问题的特点：第一，题目都是用代表性的变量表现一个方案，这组代表性变量的值就代表

详细的方案，这些变量的取值是不能为负数的。第二，存在必然的约束前提，该前提可以用线性函数来

表现。第三，都有一个要求到达的目标，他可以用决策变量的线性函数来表现，这个函数称为目标函数，

按题目的差别，要求目标函数实现最大化或者最小化。下面，通过几个例子来说明一下。 

2.1.1. 数学表示 
在线性规划的一般形式中，有 n 个变化的量，m 个约束前提，这个前提是等式，变化的量非负，要

求函数的最小值，这个表达式为： 
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在这个表达式中，满足各约束前提的右端项 0ib ≥ ，不然两边乘以“−1”，可简写为 

( )

Tmin

. .
, 0 1,2, , ; 1, 2, ,i j

f C X
AX B

s t
x b i n j m

=

=
 ≥ = = � �

                          (2)

 

( )ij m n
A a

×
= 约束前提的系数矩阵，一般 0n m≥ > ， ( )T

1 2, , , nC c c c= � 为价值向量， ( )T
1 2, , , mB b b b= �

称为资源向量， ( )T
1 2, , , nX x x x= � 为决策向量。 

知道了标准型之后，任意一个形式的数学模型都可以转化为标准型来求解[7]。 

2.1.2. MATLAB 实现 
这个模型的 MATLAB 命令是 linprog，假设该规划题目的数学模型[8]为 

Tmin

. .

f x
A x b

s t Aeq x beq
lb x ub

∗ ≤
 ∗ =
 ≤ ≤

                                   (3) 

式中， , , , ,f x b beq lb和 ub 为向量， A 和 Aeq 为矩阵。这里，须要指出的是，MATLAB 中给的量和矩阵

的值是从上往下进行的，行中间用“;”离隔每行元素可用“，”也可用空格，矩阵右上角用“’”表现转

置运算。 
Linprog 函数[9]的调用格式如下： 
1) [ ] ( ), , ,x fval linprog f A b= ，解线性规划题目的 Tmin f x ，前提为 A x b∗ ≤ ，返回解 x 处所要求解

的值 fval 。 

2) [ ] ( ), , , , ,x fval f A b Aeq beq= ，解线性规划题目的 Tmin f x ，前提为 A x b∗ ≤ ，但增加了一个前提，

即 Aeq x beq∗ = ；若不等式不存在，则令 A = 、b = ，同时返回解 x 处的目标函数值 fval 。 

3) [ ] ( ), , , , , , ,x fval linprog f A b Aeq beq lb ub= ，求解线性规划题目的 Tmin f x ，约束前提为 A x b∗ ≤ 及

Aeq x beq∗ = ，并定义变量 x  lb(下界)和 ub(上界)，使 x 一直在该范畴内，若不存在，则令 A = 、B = ，
即令返回解 x 处的所求函数值 fval 。 

4) [ ] ( )0, , , , , , , ,x fval linprog f A b Aeq beq lb ub x= ，求该题的 Tmin f x ，有一个前提是 A x b∗ ≤ ，和

Aeq x beq∗ = ，同样也有下界和上界，有一个初始 0x ，同时执行上一环中的最后一步。 

5) [ ] ( )0, , , , , , , , ,x fval linprog f A b Aeq beq lb ub x options= ，求该题的 Tmin f x ，也有前提是 A x b∗ ≤ ，以

及 Aeq x beq∗ = ，同样有上下界和初始值 0x ，不同的是用 options 使指定的参数到达最小化，同时执行上

一环中的最后一步。 
6) ( )...x linprog= ，仅输出解 x 的值，不输出所求的函数值 fval 。 
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2.1.3. 运输问题 
某工场出产甲、乙两种产物，有要求：1 kg 产物甲须要用材料 A 5 kg，材料 B 6 kg；生产 1 kg 产物

乙需要材料 A 3 kg，材料 B 7 kg，材料 C 5 kg。若 1 kg 产物甲和乙的价钱划分为 6 万和 5 万，三种材料

的限制分别为 100 kg、160 kg、180 kg。试求出使得总销售达到最高的方法？ 
解：令出产产物甲的数目为 1x ，出产产物乙的数目为 2x ，由要求可得模型： 

1 2max    6 5x x+  

1 2

1 2

2

2

5 3 100
6 7 160

. .   
5 180

, 0

x x
x x

s t
x
x x

+ ≤
 + ≤
 ≤
 ≥

                                  (4) 

这个题目要使所求的函数值达到最大，则根据 MATLAB 的标准[10]进行转化，即让所求函数最小，

即： 

1 2min   6 5x x− −  

1 2

1 2

2

2

5 3 100
6 7 160

. .   
5 180

, 0

x x
x x

s t
x
x x

+ ≤
 + ≤
 ≤
 ≥

                                  (5) 

MATLAB 求解程序清单为： 

» [ ]6, 5f ′= − −  

[ ]5,3;6,7;0,5A ′= ； 

[ ]100,160,180b ′= ；                                   (6) 

[ ]0,0lb ′= ； 

[ ] ( ), , , , , ,x fval linprog f A b lb=    

结果输出为： 
x =  

12.9412  
11.7647                                          (7) 

fval =  
136.4706−  

说明生产产品甲、乙的数量分别为 12.9 kg、11.76 kg 时，创造的最高总售价为 136.47 万元。 

2.2. 整数规划模型 

在之前所说的线性题目中，有时候解是分数有时候却是小数，也有时会出现针对一些的题目要求解

不能是上述情况(称为整数解)。例如，要求机器的台数、工场的人数或卸货的车辆数等。通常称这种题目

为整数规划(Integer Programming)，简称 IP，它是规划论中的一个分支。 
该规划中，全部的量均取整数时就叫做纯整数规划(Pure Integer Programming)；部分变化的量取整

数的称混合整数规划[11] (Mixed Integer Programming)；变化的量只取 0 或 1 两种值的规划称为 0--1
规划。 
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2.2.1. 数学表示 
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                            (8) 

2.2.2. MATLAB 实现 
由于整数规划的解法有很多，所以，用 MATLAB 实现的方法也有很多，下面将会结合具体的事例

来阐述。 

2.2.3. 限制问题 
某工场打算要出产甲、乙两种衣服，得知制作甲、乙衣服须要耗损 A、B 两种材料，A、B 两种材料

的耗损以及进价按下表 1 所示：(A 最多只能用 8 m，B 最少要用 6 m) 
试问：工厂应分别生产多少件甲、乙，才能使得所花的钱最少？ 
解：设工厂应分别生产甲、乙种衣服 1 2,x x 件，根据题意建立如下数学模型： 

1 2

1 2

1 2

1 2

min 4
2 8

. . 2 6
, 0

z x x
x x

s t x x
x x

= +

+ ≤
 + ≥
 ≥ 且为整数

                                 (9) 

在 MATLAB 命令[12]窗口输入： 

 » [ ]1,4f ′= ； 

[ ]2,1; 1, 2A = − − ； 

[ ]8, 6b = − ；                                        (10) 

[ ]0,0lb = ； 

[ ] ( ), , , , , ,x fval linprog f A b lb=    

结果输出为： 
x =  

3.3333
1.3333

                                        (11) 

fval =  
8.6667  

不符合题意，确定分支 1 3x ≤ 和 1 3x ≤ 两部分。 
 
Table 1. The material consumption and purchase price of A, B two kinds materials 
表 1. A、B 两种材料的耗损和进价 

项目 甲 乙 资源限制/m 

材料 A 2 1 8 (小于) 

材料 B 1 2 6 (大于) 

进价/元 1 4  
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1) 先考虑 1 3x ≤ 的部分，即求解 

1 2

1 2

1 2

1

1 2

min 4
2 8

2 6
. .

3
, 0

z x x
x x

x x
s t

x
x x

= +

+ ≤
 + ≥
 ≤
 ≥ 且为整数

                                (12) 

在 MATLAB 命令窗口中输入 

» [ ]1,4f ′= ; 

[ ]2,1; 1, 2;1,0A = − − ; 

[ ]8, 6,3b = − ；                                      (13) 

[ ]0,0lb = ；  

[ ] ( ), , , , , ,x fval linprog f A b lb=    

结果为： 
x =  

3.0000
1.5000

                                          (14) 

fval =  

9.0000  
仍然不满足全部为整数解的要求。 
2) 考察分支 1 3x ≤ ，再加上限制 2 1x ≤ ，求解 

1 2

1 2

1 2

1

2

1 2

min 4
2 8

2 6
. . 3

1
, 0

z x x
x x

x x
s t x

x
x x

= +

+ ≤
 + ≥ ≤
 ≤

≥ 且为整数

                                 (15) 

在 MATLAB 命令窗口中输入： 

» [ ]1,4f ′= ； 

[ ]2,1; 1, 2;1,0;0,1A = − − ; 

[ ]8, 6,3,1b = − ;                                       (16) 

[ ]0,0lb = ； 

[ ] ( ), , , , , ,x fval linprog f A b lb=    

结果出现错误信息提示，但仍输出为： 
x =  

3.0000
1.5000

                                         (17) 

fval =  

9.0000  
因为有信息错误，说明该解有问题，而且也不符合整数解要求，继续求解： 
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3) 考察分支 1 3x ≤ 和 2 2x ≥ ，即求解 

1 2

1 2

1 2

1

2

1 2

min 4
2 8

2 6
. . 3

2
, 0

z x x
x x

x x
s t x

x
x x

= +

+ ≤
 + ≥ ≤
 ≥

≥ 且为整数

                                  (18) 

在 MATLAB 命令窗口中输入： 

» [ ]1,4f ′= ； 

[ ]2,1; 1, 2;1,0;0,1A = − − ; 

[ ]8, 6,3, 2b = − − ;                                      (19) 

[ ]0,0lb = ; 

[ ] ( ), , , , , ,x fval linprog f A b lb=    

结果出现错误信息提示，但仍输出为： 
x =  

2.0000
2.0000

                                         (20) 

fval =  
10.0000  

此时，解全部为整数，但是否为最优解尚需对其他没有考察的分支进行进一步的计算，最后得到结

论，即 

1 2 2, 10x x z∗ ∗ ∗= = =                                   (21) 

2.3. 非线性规划模型 

之前所说的这两种规划的目标函数和约束前提中，函数均为线性的，但在现实中另有大量的题目，

其目标函数或约束前提很难用线性来表达，其中包括了很多的非线性函数，则称这种规划为非线性规划

问题。 

2.3.1. 数学表示 
实际中所碰到的题目多半是非线性的，其数学表达式[13]为： 

( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

min max , , ,

, , , , 0
0

. .
1, 2, ,
1, 2, ,

n

n

j

f x x x

g x x x
x

s t
i m
j n

 ≥ = ≤
 ≥

=

 =

�

�

�
�

或

                              (22) 

2.3.2. MATLAB 实现 
当要求的变量只有一个，且没有约束的限制时，常用到的 MATLAB 函数为 minf bnd 、 minf search 、

minf unc ，用于求多变量无约束非线性规划的 MATLAB 函数为 minf search 、 minf unc 。 
1) minf bnd 命令  用 minf bnd 可求区间 [ ]1 2,x x 内单变量函数的最小值，工程应用中常用的格式如

下： 
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① [ ] ( )1 2, min , ,x fval f bnd fun x x= ，返回区间上最小解 x 及解 x 处的所求函数值。 

② [ ] ( )1 2, min , , ,x fval f bnd fun x x options= ，采用 options 参数指定的优化参数进行最小化，若没有

设置 options 选项，可令 options =，同时返回最小解 x 及解 x 处的目标函数值。 
③ ( )min ...x f bnd= ，仅返回解 x 的数值，不返回目标函数值。 
2) minf unc 命令  利用 minf unc 可求解单变量及多变量函数的最小值，工程中常用的格式如下： 
① [ ] ( )0, min ,x fval f unc fun x= ，给定初始值 0x ，返回所求函数极小值 x 和所求函数值。 

② [ ] ( )0, min , ,x fval f unc fun x options= ，给定初始值 0x ，用 options 参数指定的优化参数进行最小

化，若没有设置 options 选项，可令 options =，同时返回目标函数的极小值 x 和目标函数值。 
③ ( )min ...x f unc= ，仅返回解 x 的数值，不返回目标函数值。 
3) minf search 命令  利用 minf search 可求的问题和 minf unc 一样，工程中常用的格式如下： 
① [ ] ( )0, min ,x fval f search fun x= ，给定值 0x ，返回所求函数极小值 x 和所求函数值。 

② [ ] ( )0, min , ,x fval f search fun x options= ，给定初始值 0x ，用 options 参数指定的优化参数进行最

小化，若没有设置 options 选项，可令 options =，同时返回目标函数的极小值 x 和目标函数值。 
③ ( )min ...x f search= 。仅返回解 x 的数值，不返回目标函数值。 

4) 参数说明 
① fun 为目标函数，若对应的函数采用 M 文件表示，即 ' 'fun myfun= ，则 .myfun m必须采用下面的

形式，即 

( )functionf myfun x=  

...f =  

② options ，为优化参数选项，可以通过 optimset 函数设置或改变这些参数。 
5) 注意事项 
① 三个函数均可能只输出局部最优解。 
② 三个函数均只对变量为实数的题目进行优化。 
③ minf bnd 函数和 minf unc 函数要求目标函数必需连续。 
④ 若变量为复数，对于 minf unc 函数和 minf search 函数来说，需将相应的复数分为实部和虚部两

部分分别进行优化计算。 

2.3.3. 工程应用实例 
某工场有个边长为 5 m 的正方形铁板，欲制成一个方形无盖水槽，问在它的 4 个角处剪去多长时，

能使水槽的容纳的水最多? 
解：设裁去的正方形的边长为 x ，则水槽的容积为 ( ) ( )25 2f x x x= − ，分析可知，裁去的正方形的边

长不超过2.5 m，即 x 位于区间 ( )0,2.5 上。现要求确定该区间上的一个 x ，使 ( )f x 到达最大，根据MATLAB
的要求，将目标函数最小化，即获得如下函数模型[14]： 

( ) ( )2min 5 2f x x x− = − −  

1) MATLAB 求解程序清单一： 

» [ ] ( )( )^, min ' 5 2 2 ',0, 2.5x fval f bnd x x= − − ∗ ∗                       (23) 

结果输出为： 
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x =  
0.8333                                       (24) 

fval =  
9.2593−  

2) MATLAB 求解程序清单二： 
首先，在 M file− editor 中编写如下 M 文件： 

( )functionf myfun x=  

( )^5 2 2f x x= − − ∗ ;                                   (25) 

以文件名字 3 _1myfun 存在 MATLAB 目次下的 work 文件夹中。然后，在 MATLAB 命令窗口中调用

minf bnd 函数： 

» [ ] ( ), min ' 3_1',0, 2.5x fval f bnd myfun=  

结果同样输出为： 
x =  

0.8333                                         (26) 
fval =  

9.2593−  
可见，减掉正方形的边长为 0.8333 m 时，水槽能容纳的水最多，且最多为 9.2593 m3。 
这篇文章主要总结了数学建模中的优化模型，将常用的优化模型分为了三类：线性规划、整数规划

以及非线性规划模型。分成了四大部分来罗列这三种模型，第一，先总结模型的概念，第二，模型一般

的表达式，第三模型在 MATLAB 中的实现，最后，结合实例建立了模型并且用 MATLAB 求解出最优结

果。 
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