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Abstract 
This paper improves the previous results, the following theorem is established: Let ( )f z  and 

( )g z  be two non-constant entire functions, and satisfy f
3
4

<ρ , where ( )p z1  and ( )p z2  are two 

discriminant polynomials, if ( )p z1  and ( )p z2  are IM sharing functions of ( )f z  and ( )g z , and 

( ) ( )f z g z−  has infinitely zero of multiplicity, then ( ) ( )f z g z≡ . 
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摘  要 

本文推进了前人的结果得到如下定理成立：设 ( )f z 与 ( )g z 是两个非常数整函数，且 f
3
4

<ρ ， ( )p z1 与

( )p z2 是两个判别多项式，若 ( )f z 与 ( )g z 以 ( )p z1 与 ( )p z2 为IM分担小函数，且 ( ) ( )f z g z− 有无穷多

个重零点，则 ( ) ( )f z g z≡ 。 
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1. 引言、相关引理及主要结果  

2008 年，何萍等[1]证明了： 

定理 A：设 ( )f z 与 ( )g z 是两个非常数整函数，且
1
4fρ < ， ( )1p z 与 ( )2p z 是两个判别多项式，若 ( )f z

与 ( )g z 以 ( )1p z 与 ( )2p z 为 IM 分担小函数，且 ( ) ( )f z g z− 有无穷多个重零点，则 ( ) ( )f z g z≡ 。 

2013 年，高晓佳等[2]证明了： 

定理 B：设 ( )f z 与 ( )g z 为两个非常数整函数，且
3
4fρ < ，若 ( )f z 与 ( )g z 有两个有穷的 IM 分担 

值 a 和 b ，则 ( ) ( )f z g z≡ 。 
在以上定理的基础上，本文做出了进一步的推进。 
本文涉及的相关引理： 
引理 1：[3]设 ( )f z 是级 ( )fρ < ∞ 且不恒为零的整函数，则 

{ }
,

lim max 1,0
log fr

fm r
f
r

ρ
→∞

′ 
 
  ≤ −  

引理 2：[4]设集合 1B 和 2B 是 R+的两个可测子集，如果 ( ) ( )1 2
1 1,
2 2

B B∧ > ∧ > ，则 1 2B B ≠ ∅ ，且进

一步有 ( )1 2 0B B∧ > 。 

引理 3：[5]设 ( )H z 是超越整函数，其增长极 1Hρ < ，令 

( ) ( ) ( ), : min 0
z r

L r H H z r
=

= >  

对于充分大的正数 r ，用 ( )Hr rθ 表示 ( ){ }0nz z r H z r= >且 所包含的最大弧的弧长(若在圆周 z r=

上都有 ( ) 2πH rθ = )，那么如下两个结论中至少有一个必定成立： 
1) 存在具有正的上对数密度的集合 [ )( )1,HF ⊆ +∞ 使得： 

( ) ( )0, n
HL r H r r F> ∀ ∈  

2) 对于 ( )0,1τ∀ ∈ 有 

( ) ( )
,

1 2 1H
HFτ

ρ τ
τ

− −
∧ ≥  

其中 ( ) ( ){ }, : 1 2π 1H HF r r rτ θ τ= ≥ > −且 。 

注：引理 3 是由文献[5]中引理 2.3 直接得到的。其中 0n 为任意有穷正数，由该文献中的引理 2.3 可

知其选取无本质差别。 
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引理 4：[6]设 ( )f z 是超越整函数，且 : fρ ρ= < +∞，则存在对数测度为有穷的集合 [ )1,fΩ ⊂ +∞ ，使

对 [ )1, \ fr∀ ∈ +∞ Ω 有 

( )
( ) { }( )

1
2

f z
z z z C z r

f z
ρ−′

≤ ∀ ∈ ∈ =  

引理 5：[7]设 ( )f z 是超越亚纯函数，如果判别亚纯函数 ( )( ) ( )1,2ja z j≡ ∞ =/ 为 ( )f z 的小函数，令 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 1

2 2

1
, , 1

1

f z f z
L f z a z a z a z a z

a z a z

′
′=
′

 

则 ( ) ( ) ( )( )1 2, , 0L f z a z a z ≡/ 。 
引理 6：[8]设 ( )f z 为非常数亚纯函数，如果判别亚纯函数 ( )( ) ( )1,2ja z j≡ ∞ =/ 为 ( )f z 的小函数，令 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 1

2 2

1
, , 1

1

f z f z
L f z a z a z a z a z

a z a z

′
′=
′

 

则
( )

( )( ) ( ) ( )1 2 *

1 2

, ,
, , 0,1

kL f a a f
m r S r f k

f a f a
 

= =  − − 
。 

本文证明了结果： 
定理 1：设 ( )f z 与 ( )g z 是两个非常数整函数，且

3
4fρ < ， ( )1p z 与 ( )2p z 是两个判别多项式，若 ( )f z

与 ( )g z 以 ( )1p z 与 ( )2p z 为 IM 分担小函数，且 ( ) ( )f z g z− 有无穷多个重零点，则 ( ) ( )f z g z≡ 。 

2. 定理 1 的证明 

若 ( )f z 与 ( )g z 中至少有一个为多项式，则 ( )1p z 与 ( )2p z 都退化为常数，根据定理 B 知结论成立，

故以下仅考虑 ( )f z 与 ( )g z 均为超越整函数的情形： 
因为 ( )f z 与 ( )g z 都以多项式 ( )1p z 与 ( )2p z 为 IM 分担小函数，则令 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 2

1 2

1 2

1 2

, ,
: ,

, ,
:

L f z p z p z f z g z
z

f z p z f z p z

L g z p z p z f z g z
z

g z p z g z p z

ϕ

ψ

−
=

− −

−
=

− −

 

其中 

( ) ( )1 2 1 1 1 2 1 1

2 2 2 2

1 1
, , 1 , , , 1

1 1

f f g g
L f p p p p L g p p p p

p p p p

′ ′
′ ′= =
′ ′

 

由引理 5 知 ( ) ( )1 2 1 2, , 0, , , 0L f p p L g p p≡ ≡/ / 。且易证得我们令的辅助函数 ( ) ( ),z zϕ ψ 实际上都是整函

数。再结合引理 6 有 

( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

1 2

*

, ,

, ,
, , , log 2

, , ,

T r z m r z

L f p p
m r m r f m r g

f p f p

T r f T r g S r f

ϕ ϕ=

 
≤ + + +  − − 
≤ + +
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结合条件可得
3
4ϕρ < ，同理有

3
4ψρ < 。 

若 ( )zϕ 和 ( )zψ 中至少有一个为多项式，不妨设 ( )zϕ 为多项式，结合条件 ( ) ( )f z g z− 有无穷多个

重零点。于是 ( ) 0zϕ ≡ ，而由引理 5 知 ( ) ( ) ( )( )1 2, , 0L f z p z p z ≡/ ，则 ( ) ( )f z g z≡ ；若 ( )zψ 为多项式，

同理可得 ( ) ( )f z g z≡ 。 
若 ( )zϕ 和 ( )zψ 均为超越整函数，我们将根据引理 3 分情况讨论： 
情形 1： ( ) ( ) ( ){ },H z z zϕ ψ∃ ∈ 以及 [ )1,HF ⊂ +∞ 使 HF 具有正的上对数密度，不妨设 ( ) ( )H z zϕ=  (否

则 ( ) ( )H z zψ= 时讨论类似)，则 Fφ 具有正的上对数密度，且 

( ) ( ) ( )0, min n

z r
L r z r r Fϕϕ ϕ

=
= > ∀ ∈                                (1) 

这里的 0n 取为大于多项式 1 2p p− 的次数的值。 

而 ( )f z 为超越整函数，且
3
4fρ < ，故由引理 4 知： [ )1,f∃Ω ⊂ +∞ 使 fΩ 具有有穷的对数密度，且对

[ )1, \ fr∀ ∈ +∞ Ω 有 

( ) { }( )
1 1

1 2 4

1

f p
z z z z C z r

f p
ρ−

′−
≤ < ∀ ∈ ∈ =

−
                         (2) 

因为 [ )1, \ f+∞ Ω 的密度为 1，从而 [ )( )1, \ fFϕ +∞ Ω 为无界集，故存在严格递增的无界数列{ } 1n n
t +∞

=
包

含于 [ )( )1, \ fFϕ +∞ Ω ，于是 

( ) ( )0, 1, 2,n
n nL t t nϕ > =                                     (3) 

( ) ( )( )
( ) ( ) { }( )

1
1

4

1

, 1, 2,n n

f z p z
t z z C z t n

f z p z

′−
< ∀ ∈ ∈ = =

−
                     (4) 

( )nt n→+∞ → +∞                                      (5) 

而 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2 1 2

1 2

1
f p g pz p p p p
f p f p

ϕ
 ′−  − ′ ′= − − − −  − −  

                      (6) 

且由 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

0 1 2
1 2 1 2

1 2

11 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

11 2 2
1 2

1 2 1 2

1

1

1 .

n
n

f p g pt z p p p p
f p f p

f pp p g pp p p p
p p f p f p

f pp p g pp p
p p f p f p

ϕ
′− −′ ′< = − − − ⋅ −

− −

 ′  −′ ′− − ≤ − + − ⋅ +  − − −   
 ′  −′ ′− − ≤ − + ⋅ +  − − −   

 

再结合(3)、(4)、(5)得 
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{ }( )2

2
n

g p z z C z t
f p
−

→ +∞ ∀ ∈ ∈ =
−

                          (7) 

同理， 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2 1 2

1 2

1
g p f pz p p p p
g p g p

ψ
 ′−  − ′ ′= − − − −  − −  

                    (8) 

则由(7)、(8)结合引理 1 知： 

( )( ) ( )( ), ,
lim lim 0

log log
n n

n n
n n

T t z m t z
t t

ψ ψ
→∞ →∞

= =  

所以 ( )zψ 一定是多项式，这与 ( )zψ 为超越整函数相矛盾。 
情形 2：对于 ( )0,1τ∀ ∈ ， ( ) ( ){ }, : 1 2π 1F r r rτ ϕ ϕθ τ= ≥ > −且 和 ( ) ( ){ }, : 1 2π 1F r r rτ ψ ϕθ τ= ≥ > −且 满足 

( ) ( ) ( ) ( )
, ,

1 2 1 1 2 1
,F Fϕ ψ

τ ϕ τ ψ

ρ τ ρ τ
τ τ

− − − −
∧ ≥ ∧ ≥  

由于
3 3,
4 4ϕ ψρ ρ< < 。从而存在充分小的正数 0ε ，使 

0 0
0 0

3 32 , 2
4 2 4 2ϕ ϕ ψ ψ

ε ε
ρ ρ ε ρ ρ ε> + − > + −  

取 0 0
1
2

τ τ ε= = − ，有 

( ){ } ( ){ }0 0, 0 , 0: 1 π 2 , : 1 π 2F r r r F r r rτ ϕ φ τ ζ ψθ ε θ ε= ≥ > + = ≥ > +且 且                (9) 

且 ( ) ( )0 0, ,
1 1,
2 2

F Fτ ϕ τ ψ∧ > ∧ > ，由引理 2 知 ( )0 0, , 0F Fτ ϕ τ ψ∧ >
，故存在严格递增的无界数列

{ } ( )0 0, ,1j j
r F Fτ ϕ τ ψ

+∞

=
⊂  。继续令： 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2: 0, 2π e e e ei i i i
j j j j jE g r p r f r p rθ θ θ θθ θ= ∈ − < −  

[ ] ( ): 0, 2π \ 1, 2,j jE E j= =

  

因为 ( ) ( )2π 1,2,j jmes E E j= =

  ，从而不失一般性，不妨设存在正整数列 { } 1k k
n +∞

=
满足

( )π 1,2,
knmesE k≥ =   (另一情形用 ( )zψ 换 ( )zϕ 即可)，为了表述上的方便，不妨设 kn k= ，于是对于一

切的 k 有 ( )1,2,kn k k= =  ，那么 

( )π 1,2,kmesE k≥ =                                     (10) 

令 ( ), 1, 2,
kk r kG F E kϕ= =  。则由(9)、(10)得 ( )02 1,2,kmesG kε≥ =  。于是对于 k N∀ ∈ 有 

( )

( ) ( )

2

1 2 1 2

1 2

1 2

1
1 2 1 2

1

1 1log d log e d
2π 2π

1 1log d log d
2π 2

1 1log d log d log 4
2π 2π

, , , log 4

k k

k k

k k

i
k kG G

G G

G G

k k k

r r

p p p p

f p g p
f p f p

f pm r p p m r p p m r
f p

θθ ϕ θ

θ θ
π

θ θ

+ +

+ +

+ +

≤

′ ′≤ − + −

′ ′− −
+ + +

− −

 ′ ′ −′ ′≤ − + − + + − 

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
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故 

( ) ( )0 1
1 2 1 2

1

2
log , , , log 4

π k k k k
f pr m r p p m r p p m r
f p

ε +  ′ ′′−′ ′≤ − + − + + − 
 

进而有 

1 1

1 10

, ,
2

0 lim lim
log log

k

rk
k

f p f pm r m r
f p f p
r r

ε
π →∞→∞

   ′ ′ ′ ′− −
   − −   < ≤ ≤  

而 ( )f z 是级小于 1 的超越整函数，故结合引理 1 有 

1

1

,
lim 0

logr

f pm r
f p

r→+∞

 ′ ′−
 −  =  

这就得出矛盾。 
综上所述，定理得证。 
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