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Abstract 

This paper studies a kind of non-autonomous predator-prey model with stage structure and mod 
el parameters depended on time-varying coefficients. In the model it is assumed that the predator 
has stage structure, prey has exponential growth rate, and dynamics is analyzed qualitatively 
when all the parameters on the model parameters depend on time-varying coefficients. By defin-
ing the net reproductive number of the predator, a uniform persistence and extinction of the pre-
dators are obtained by using the comparison principle, respectively. Finally the correctness of the 
theory is verified by numerical simulation. 
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摘  要 

研究了一类捕食者具有阶段结构且模型参数为时变系数的非自治捕食–食饵模型。在模型中假设捕食者

具有阶段结构，食饵具有指数型增长率，定性分析了当模型中的所有参数为时变系数时的动力学性态。

通过定义捕食者的净再生数，运用比较原理分别得到了捕食者的一致持久性和捕食者的灭绝性。最后通

过数值模拟验证了理论的正确性。 
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1. 引言 

捕食–食饵间的相互作用在生物界无处不在，也是生态学最重要的经典课题之一，许多学者通过建

立数学模型研究了这种关系(Fan [1], Hsu [2], Jost Ellner [3], Xu [4], Wang [5], Abrams 和 Ginzburg [6], 
Huang [7])。 

捕食–食饵模型的功能反应函数经常被用来描述捕食者捕获食饵的能力。而 Beddington-DeAngelis
功能反应函数体现了捕食者内部存在干扰效应，具有 Beddington-DeAngelis (下文统一称为 BD 模型)功能

反应函数的捕食–食饵模型可以表示为： 
dx x xyx r
dy k a bx cy
dy xydy
dy a bx cy

α

β

 = − −  + + 

= − +
+ +

                                   (1) 

这个数学模型由 Beddington [8] [9]独立提出。BD 功能反应函数和著名 Holling II 功能反应函数类似，但在

分母中有一个额外的 cy，它体现了捕食者之间的相互干扰作用。在 Skalski 和 Filliam [10]的数学模型中，

通过比较具有 3 种不同捕食者功能反应函数的 19 个捕食–食饵系统得到的统计资料，发现捕食者内部具有

干扰关系的功能反应函数能很好的描绘捕食者对食饵的捕食情况，即 BD 功能反应函数相对于其他的功能

反应函数能很好的描述捕食者对食饵的捕获(见 Cantrell 和 Coser [11]，Hwang [12]，Liu 和 Zhang [13])。 
最近，许多文献研究了能够反应不同生命阶段的种群模型(见 Aiello 和 Freedman [14]，Al-omari 和

Gourley [15]，Liu [16]，Liu [17]，Ou [18])。通过对不同生命阶段种群模型的研究，发现具有不同生命阶

段的种群模型具有以下的一些特征：幼年捕食者从出生到成熟具有一定的时间间隔，称这个固定的时间

间隔为捕食者的成熟期。Liu 和 Beretta [19]考虑了成熟时滞；幼年捕食者通常被它们的父母养育大，或者

依赖于营养的供给，幼年捕食者不具有捕获食饵的能力，也不具有生殖能力，成年捕食者具有繁殖能力。

幼年捕食者在幼年时期存活下来即可达到成熟阶段。如果幼年捕食者的死亡率不为 0，那么仅有部分幼

年捕食者可以进入成年阶段。因此，构建具有阶段结构的捕食–食饵模型就显得现实且有意义。Liu 和

Beretta [20]构造了具有 BD 功能反应函数的阶段结构捕食–食饵模型： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2

1 2

1 2 1 2

1
1

e
1

e
1 1

i

i

d

d

j j j

x t bx t y t
x t rx t

K k x t k y t

nbx t y t
y t dy t

k x t k y t

nbx t y t nbx t y t
y t d y t

k x t k y t k x t k y t

τ

τ

τ τ
τ τ

τ τ
τ τ

−

−

  
′ = − −   + + 

 − − ′ = −
+ − + −

 − − ′ = − −
 + + + − + −

                    (2) 
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其中， ( )x t 和 ( )y t 分别表示食饵和成年捕食者的密度， ( )jy t 表示幼年捕食者的密度；b 和 1k 分别表示捕食

者对食饵的捕获率大小以及捕食者处理食物的时间；n 是捕食者的出生率， 2k 为非负常数表示捕食者之间干

扰效应的大小；假设幼年捕食者的死亡率为 jd (整个幼年阶段)，τ 表示成熟期。最终，他们得到了两个结论：

捕食者和食饵持久共存，当且仅当在食饵极大丰富时，捕食者的补充率比捕食者自身的死亡率高即可；如果

系统是持久的，那么捕食者之间足够大的干扰不仅能使系统更加稳定，还可以增加成年捕食者的出生率等。 
在 Liu 和 Beretta [20]的文章里，对于食饵的增长率而言，他们仅仅考虑了增长率的情形，事实上当食饵

的生存环境为鱼池时，那么对于食饵来说，食饵的定期投放及时变指数增长率就必须考虑进去，同时他们忽

略了时变环境对种群的动力学行为的影响。在 Cushing [21]的文章里，指出有必要考虑具有周期性生态参数

或者扰动的模型，这样的模型是符合实际意义的，比如季节性的天气变化，食物供给，交配习惯，猎杀或者

季节性收获等等。Yang和Shi [22]建立了3阶段结构的捕食–食饵模型，系统中全部参数都假定为周期系数，

他们讨论了正周期解的存在性。但是周期性行为只是时变环境的一种特殊情况，在本章中我们就食饵具有指

数增长率的情形同时针对系统参数为更一般的时变情形做了定性的分析(当然包括了周期性的情况)。 

2. 模型的建立 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

d

1 2

d

1 2 1 2

1

e
1

e
1 1

t
it

t
it

d s s

d s s

j j j

b t x t y t
x t t t x t

k t x t k t y t

n t b t x t y t
y t d t y t

k t x t k t y t

n t b t x t y t n t b t x t y t
y t d y t

k t x t k t y t k t x t k t y t

τ

τ

λ µ

τ τ τ τ
τ τ τ τ

τ τ τ τ
τ τ τ τ

−

−

−

−

∫

∫


′ = − −

+ +


− − − − ′ = −
+ − − + − −


− − − − ′ = − − + + + − − + − −

          (3) 

其中第一个公式中的函数 ( )tλ 表示食饵具有时变补充率， ( )tµ 表示食饵的死亡率。其他函数 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , , , jb t k t k t n t d t d t 的表示意义分别为捕食者的捕获率、捕食者处理食物的时间、捕食者之

间的干扰效应、捕食者的出生率、幼年捕食者的死亡率以及成年捕食者的死亡率。 

3. 准备工作 

首先，为叙述并证明主要结果，在此给出系统(3)的一些假设和符号说明。系统(3)的基本假设为： 
(A1) 函数 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , , , , ,jb k k n d dλ µ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 为 ( )0,+∞ 上的正的有界函数且连续； 
(A2) 若函数 ( )g t 为 [ )0,+∞ 上的连续有界函数，则 

( )liminf
t

g g t∞ →∞
= , ( )limsup

t
g g t∞

→∞
= . 

(A3) 存在正的常数 1 2, 0ω ω > ，使得 

( )1liminf d 0
t

tt
s s

ω
λ

+

→∞
>∫ , ( )2liminf d 0

t

tt
s s

ω
µ

+

→∞
>∫  

(A4) 对于所有 0t ≥ 来说，都有 ( ) ( )jd t d t> 。 
系统(3)的初值条件为： 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )

1

2

3

,

,

,

0,
0 0, 1, 2,3.

j

i

x

y

y

i

θ φ θ

θ φ θ

θ φ θ

τ θ
φ

=


=
 =
− ≤ ≤
 > =

                                      (4) 
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其中对所有的 [ ],0θ τ∈ − ，有 ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2 3, ,φ θ φ θ φ θ φ θ= 使得 ( ) ( )0 1,2,3i iφ θ ≥ = 且 C 表示从 [ ],0τ− 到 R3

上的连续映射的全体构成的 Banach 空间 [ ]( )3, ,C Rτ θ− 元素φ 在 C 上的范数为： 

( ) ( ) ( ){ }1 2 30
max , , .
τ θ

φ φ θ φ θ φ θ
− ≤ ≤

=  

其次为得到系统(3)的持久性与灭绝性的充分条件，在此给出相关的定义和引理。 
定义 3.1：系统(3)称为是持续的，若存在正的常数 , iq q 及 ( ), 1, 2L L i = 使得 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
1 1

2 2

lim inf lim sup ,

lim inf lim sup ,

lim inf lim sup .

t t

t t

j jt t

q x t x t L

q y t y t L

q y t y t L

→+∞ →+∞

→+∞ →+∞

→+∞ →+∞

 ≤ ≤ ≤

 ≤ ≤ ≤


≤ ≤ ≤









 

对系统(3)具有初值条件(4)的任意解 ( ) ( ) ( )( ), , jx t y t y t 均成立，且 , iq q 及 ( ), 1, 2L L i = 不依赖于初值条

件(4)。 
引理 1 [23]：考虑下面非自治线性系统 

( ) ( ) ( ) ( )z t t t z tλ µ′ = −                                        (5) 

假设(A1)与(A2)成立，则 
1) 方程(5)具有初值 ( )0 0z > 任意解的最终极限 ( )*z t 在 R+ 内有界且全局一致吸引； 
2) 存在常数 m 使得 ( ) ( )lim inf lim sup

t t
m z t z t M

→+∞ →+∞
≤ ≤ ≤ ； 

3) 若方程(5)是 ω-周期的，则方程(5)存在唯一非负 ω的周期解且全局一致吸引； 
4) 对任意的 0t ≥ ， ( ) 0tµ > ，若 

( )
( )

( )
( )

0 liminf limsup
t t

t t
t t

λ λ
µ µ→∞ →∞

< ≤ < ∞  

则方程(5)具有初值 ( )0 0z > 的任意解 ( )z t 满足： 

( ) ( )lim inf lim sup
t t

z t z tλ λ
µ µ

∞

→+∞ →+∞
∞

   
< ≤ <   

   
 

其中 

( )
( )

( )
( )

liminf , limsup
t t

t t
t t

λ λλ λ
µ µ µ µ

∞

→∞ →∞
∞

   
= =   

   
 

模型解的正性和有界性 

命题 1：对任意 0t ≥ ，系统(3)具有初值(4)的任意解 ( ) ( ) ( )( ), , jx t y t y t 均是正的有界函数。 
证明：由于系统(3)的右端是全连续的，因此系统(3)具有初值(4)的任意解 ( ) ( ) ( )( ), , jx t y t y t 是存在且

唯一的。 
再由系统(3)可得： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )0
1 2 1 2

d d
1 1

0
0 e e

t s
t

n s y s n y
s s stk s x s k s y s k x k yx t x s

θ θ
µ µ θ

θ θ θ θλ
   

− + +    + + + +    
∫ ∫

= + ∫  

( ) ( ) ( )0 d0 e
t d s sy t y −∫≥  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

d

1 2

d d
0

0
1 2 1 2

e
d

1

e e
d d

1 1

t
js

t t
j js s

d u u
t

j t

d u u d u u
t

t

n s b s x s y s
y t s

k s x s k s y s

n s b s x s y s n s b s x s y s
s s

k s x s k s y s k s x s k s y s

τ

τ

−

−

− −

−

∫

∫ ∫

=
+ +

= +
+ + + +

∫

∫ ∫

               (6) 

若 ( )0 0x > 则对任意的 0t ≥ 总有 ( ) 0x t > ，显然对任意的 [ ]0,t τ∈ ， ( ) 0y t > 又 ( )jy t 对任意的

[ ],t θ τ∈ 有 ( ) 0jy t > 。从而得到了 ( ) ( ) ( ), , jx t y t y t 在 [ ],τ τ− 上的正性。因此当 ( ) ( ) ( )0 , 0 0, 0 0jx y y> > 时,
对于任意的 0t ≥ ，总有 ( ) ( ) ( )0, 0, 0jx t y t y t> > > 。 

最后证明对于任意的 0t ≥ ， ( ) ( ) ( )0, 0, 0jx t y t y t> > > 有界。 
令： 

( ) ( ) ( ) ( )jt x t y t y tη = + +  

计算 ( )tη 沿系统(3)轨线的导数，可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 2

2

1 1

j j

j j

b t x t y t n t b t x t y t
t t

k t x t k t y t k t x t k t y t

d t y t d t y t t x t

n b x t d y t d y t
K

η λ

µ

λ µ
∞

∞

∞ ∞
∞

∞ ∞

′ = − +
+ + + +

− − −

 
≤ − − −  

 

                   (7) 

令 { }min ,jd dβ
∞ ∞= ，由(7)式可得： 

( ) ( ) ( ) ( )
2

n bt t x t x t
K

η η λ β µ
∞

∞ ∞
∞

∞

 
′ + ≤ + + −  

 
 

由系统(3)的第一个方程，当 0t ≥ 时，可得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t t t x t x tλ µ λ µ∞
∞′ ≤ − ≤ − 。 

应用文献[22]中的结论以及比较原理，可得存在 1 0T > ，当 1t T≥ 时有： 

( )lim sup .
t

x t λ
µ

∞

→+∞
∞

≤                                       (8) 

进而 

( ) ( )
2

:n bt t M
K

λ
η βη λ β µ

µ
∞

∞ ∞ ∞
∞

∞
∞

 
′ + ≤ + + − ⋅ =  

 
                           (9) 

故存在 2T T≥ ，当 2t T≥ 时，有 

( )lim sup :
t

Mt Lη
β→+∞

< =                                     (10) 

因此， ( ) ( ),x t y t 是一致有界的，运用(6)式可得 ( )jy t 也是一致有界的。故命题 1 得证。 
由命题 1 的证明过程可知，对任意的 0t ≥ ，系统(3)具有初值条件(4)的任意解 ( ) ( ) ( )( ), , jx t y t y t 均是

正的有界函数，从而紧集 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ){ }: , , , , 0, 0, 0,j jx t y t y t x t y t y t L L L     Ω = ∈ × ×       

是正不变的且在 3R+ 中的正轨道为一致吸引的。 
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4. 主要结果 

定义 

( ) ( )
*

*
1 1

e e,
jj ddn b n bR R

d K d K

ττ λ λ
µ λ µ λ

∞
∞

∞

−− ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞

= =
+ +

 
接下来我们将会证明 *R ， *R 对于捕食者的一致持久性和灭绝性的重要性。 

4.1. 当 1R∗ > 时捕食者的一致持久性 

引理 2 (见 Song 和 Chen [24])已知下述式子成立： 

( ) ( ) ( ) ( )2 .x t ax t bx t cx tτ′ = − − −  

中 a，b，c 和τ 是正常量，当 [ ],0t τ∈ − 时 ( ) 0x t > 。可得结论： 

1、如果 a b> ，则 ( )lim
t

a bx t
c→+∞

−
= ； 

2、如果 a b< ，则 ( )lim 0
t

x t
→+∞

= 。 

定理 3.1：假设系统(3)满足初始条件(4)，且满足 * 1R > ，
( )
( ) ( )1

2 1

0
1

b t
t

k t
µ

∞

 ∆
+ >  + ∆ 

，则捕食者就是一

致持久的，即： 

( ) 2liminf
t

y t δ
→+∞

≥ , ( ) 3liminf jt
y t δ

→+∞
≥                               (11) 

证明：第一步：假设 ( ) ( ) ( )( ), , jx t y t y t 是系统(3)具有初始条件(4)的一个正解，由系统(3)的第一个方

程，可得： 

( ) ( )x t t Kλ ∞′ ≤ ≤  

对所有的 0t ≥ 成立。由比较原理和引理 1 中的结论(4)，可得存在常量 1 0T > ，使得： 

( ) 1limsup , .
t

x t K t T∞

→∞
≤ ≥                                    (12) 

由系统(3)中的第二和第三个公式可得： 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2

d
:

d 1

j
j j

Mn b Ky t y t
d t y t y t A d t y t y t

Mt k K k

β

β

∞ ∞ ∞

∞
∞ ∞

+
≤ − + = − +

+ +
 

其中 { }3 1 2max ,t T T T> = 。应用比较原理以及引理 1 中的结论(4)可得，存在常量 4 3T T≥ ，使得 

( ) ( )( ) 1limsup ,j
t

Ay t y t
d∞

→+∞
+ ≤ ∆                                 (13) 

对所有的 4t T≥ 成立。 
由系统(3)的第一个方程和不等式(13)可得： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )1 1

2 1 2 1

.
1 1
b t x t b t

x t t t x t t t x t
k t k t

λ µ λ µ
 ∆ ∆

′ ≥ − − = − +  + ∆ + ∆ 
 

当
( )
( ) ( )1

2 1

0
1

b t
t

k t
µ

∞

 ∆
+ >  + ∆ 

时，由比较原理、假设(A3)、引理 1 中的结论(4)可得，存在常量 5 4T T≥ ，
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使得： 

( ) ( )
( )
( ) ( )

1
1

2 1

liminf ,

1
t

t
x t

b t
t

k t

λ
δ

µ
→+∞

∞

 
 
 ≥
 ∆

+ 
+ ∆ 

                             (14) 

对所有的 5t T≥ 成立。 
第二步： 

( ) 2liminf .
t

y t δ
→+∞

≥  

首先证明存在某个常量 0α > ，α 的取值不不依赖于系统(3)中的任何一个正解，从而： 

( )limsup .
t

y t α
→+∞

>                                       (15) 

如果(15)不成立，则存在系统(3)的正解 ( ) ( ) ( )( ), , jx t y t y t ，使得： 

( ) 0limsup ,
t

y t α
→+∞

<  

从而，存在常量 6 5T T≥ ，使得 ( ) 0y t α< 对所有 6t T≥ 成立，其中： 

0
2 2

min , ,c
b k b ck

λ
α

λ
∞

∞ ∞
∞ ∞ ∞

 
=  

− − 
                               (16) 

这里，
( )1

1

e
0

e

j

j

d

d

n b k d d
Kc

n b k d

τ

τ

λλ
∞

∞

∞
− ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞

− ∞ ∞
∞ ∞

 − − ⋅ 
 = >

−
， 2 0b ck∞

∞− > 。 

由系统(3)的第一个方程可得，对任意的 6t T> ， 

( ) ( ) ( )

( )

0

2 0

0

2 0

1

.
1

bx t x t x t
k

b x t
k

α
λ µ

α

α
λ µ

α

∞
∞

∞
∞

∞
∞

∞
∞

′ ≥ − −
+

 
≥ − + 

+ 

 

运用比较原理可得： 

( ) 0
1

0

2 0

liminf ,
+

1
t

x t
b
k

αλ
δ

α µ
α

∞
∞→+∞

∞

∞ ∞

 
 
 >
 
 + 


                             (17) 

对所有 6t T> 成立。则存在常量 7 6T T≥ ，使得 ( ) 0
1x t αδ≥ 对所有 7t T≥ 成立。 

由系统(3)的第一个方程可得：对任意的 7t T> ， 

( ) ( ) ( )
0

0

1

1 1

e ,
1

jdn by t y t d y t
k

τ α

α

δ
τ

δ

∞−
∞∞ ∞

∞
′ ≥ − −

+
 

由 * 1R > ，从而 ( )0 0
1 1 1e 1jdn b d kτ α αδ δ

∞− ∞ ∞
∞ ∞ > + ，即 ( )liminf 1

t
y t ε

→+∞
> + ，矛盾，从而(15)的结论是正确的。 

为了得到 ( )y t 的一致持久性，将从以下两种可能情形进行讨论： 
1) 存在 *T T≥ ，当 t T≥  ( )*

7T T τ= + 时，使得 ( ) 0y t α≥ 。 
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2) ( )y t 在 0α 附近振荡，并对所有 T 成立。 
如果情形 1 成立，显然 ( )y t 是持久的。因此，这里仅考虑第二种情形。假设 1t 、 2t 足够大且满足： 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 0 0 1 2, , , .y t y t y t t t tα α= = < ∈  

如果 *
2 1t t T− ≤ ，那么 ( ) ( ) ( )y t d t y t′ ≥ − 以及 ( )1 0y t α= 隐含着： ( ) ( )*

0 2expy t d Tα δ∞≥ −  ， [ ]1 2,t t t∈ 。 
如果 *

2 1t t T− > ，由于当 7t T≥ 时 ( ) 0
1x t αδ> ，可知 ( ) 0

1x t αδ> 对所有 *
1 2,t t T t ∈ +  成立，因此可得

( ) 0
2y t αδ> 在 *

1 2,t t T t ∈ +  上成立。如果此结果不成立，则存在T使得 ( ) 2y t δ> ， ( )*
1 2y t T T δ+ + = ，

( )*
1 0y t T T′ + + ≤ 对所有 *

1 1,t t t T T ∈ + + 
 成立。由系统(3)中的第二方程，令 *

1t t T T= + + ，可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0

d
1

2
1 2 1 1 2 0

e e
0.

1 1

t
j jt d s s dn t b t x t y t n by t d t y t d

k t x t k t y t k k

τ τ α

α

τ τ τ τ δ
δ

τ τ τ τ δ α

∞
−− −

∞∞ ∞
∞ ∞

∫  − − − −  ′ = − ≥ − >
 + − − + − − + + 

 

矛盾，从而 ( ) 2liminf
t

y t δ
→+∞

≥ 在 [ ]1 2,t t t∈ 成立。 

第三步： 

( ) 3liminf .jt
y t δ

→+∞
≥  

由系统(3)中的第三个方程及上述结果，可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
d 1 2d1 2

3
1 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 ee
d e d .

1 1 1

t j
js t

js

d
d u u

t t d u u
j t t

j

n bn s b s x s y s n by t s s
k s x s k s y s K K d K K

τ

τ τ

δ δδ δ
δ

δ δ δ δ

∞−
−

∞ ∞−∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞− −

∫
∫

−
= ≥ ≥

+ + + + + +∫ ∫   

从而，由定理 1 可知，捕食者是一致持久的。  

4.2. 1R∗ < 时捕食者的灭绝性 

定理 2：如果
( )

*

1

e 1
jdn bR

d K

τ λ
µ λ

∞

∞

−∞ ∞ ∞

∞
∞ ∞

= <
+

成立，则系统(3)中具有初值条件(4)的成年捕食者是灭绝的。 

证明：由(5)式可知，存在 2 1 0T T> > ，使得当 2t T≥ 时， ( )x t λ
µ

∞

∞

≤ 。 

从而： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
d

1 2
1

e
e

.
1 1

jt
jt

d
d s s n b

n t b t x t y t
y t d t y t y t d y t

k t x t k t y t K

τ

τλ
τ τ τ τ µ

τ
τ τ τ τ λ

µ

∞
−

∞

∞
−∞ ∞

−
∞

∞∞

∞

∫− − − −
′ = − ≤ − −

+ − − + − −
+

 

令 

( ) ( ) ( )
1

e jdn bH t H t d H t
K

τ λ
τ

µ λ

∞

∞

−∞ ∞ ∞

∞∞
∞

′ = − −
+

 

由 * 1R < ，以及文献[25]中的引理，可得 ( )lim 0
t

H t
→+∞

= ，应用比较原理，最终可得当 t →∞时， ( ) 0y t → ，

显然也有 ( )lim 0jt
y t

→+∞
= ，从而证明了成年捕食者的灭绝性。 

5. 数值模拟 

很多因素都可以影响物种的持久生存，其中之一就是物种本身种群规模的大小，物种自身的成熟期

会影响到物种的种群数量，倘若幼年捕食者的成熟期较长，很可能会导致捕食者的灭绝，这一结论与
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Gourley 和 Kuang [26]文献中针对具有 Holling II 功能反应函数的模型讨论结果类似。考虑系统(3)中的所

有参数为周期或一般时变的情形，进行了数值模拟。 

图 1：展示了系统(3)解的持久性，参数选取如下： 

( ) 0.8b t = ； ( ) 2 sint tλ = + ； ( ) 2 sinn t t= + ； ( ) 0.5tµ = ； ( )1 1k t = ； ( )2 2k t = ； ( ) 0.25d t = ；

( ) 0.1jd t = ， ( ) 0.1x θ ≡ ， ( ) 1y θ ≡ ， [ ],0θ τ∈ − 。 
 

 
Figure 1. Basic behavior of solutions of system (3) with 2τ =  
图 1. 系统(3)在 2τ = 时的解的基本性态 

 
图 2：展示了系统(3)成年捕食者的灭绝性，参数选取如下： 

( ) 0.8b t = ； ( ) 1.5 sint tλ = + ； ( ) 1 sinn t t= + ； ( ) 0.5tµ = ； ( )1 1k t = ； ( )2 2k t = ； ( ) 0.25d t = ；

( ) 0.6jd t = ； ( ) 0.1x θ ≡ ， ( ) 1y θ ≡ ， [ ],0θ τ∈ − 。 
 

 
Figure 2. The mature predator in system (3) is extinct 
图 2. 系统(3)中的成年食饵是灭绝的 

 
图 1 和图 2 分别展示了当幼年捕食者的成熟期为 2τ = 时，捕食者与食饵的持久共存性以及成年捕食

者的灭绝性，不仅对本章所得结论进行了验证，并且还弥补了文中没有证明系统解的持久性这一点。 

6. 结论 

本章研究了食饵具有时变指数增长率且捕食者具有阶段结构的非自治捕食–食饵模型，模型综合考

虑了时变、非自治、捕食者的阶段结构等因素，本文不仅给出了模型解的正性和有界性，还给出了捕食
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者的灭绝性的结论。在证明系统解的一致持久性结论中，由于捕食者之间存在着干扰效应，模型中所有

参数为时变参数，给定性分析系统解的一致持久性带来了困难，但依据比较系统理论知识以及通过定义

捕食者的净再生数等方式，仍然给出了捕食者的一致持久性证明。通过数值模拟图形可以发现，当幼年

捕食者的成熟期固定时，倘若幼年食饵的死亡率增加，并且成年捕食者的出生率降低，则会导致捕食者

的灭绝。故在实际的生物系统中，对于那些种群繁殖环境恶劣，幼年捕食者存活率低的种群，其种群的

持久生存面临极大的考验。 
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