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Abstract 

Authors conduct multifractal analysis of historic set of the asymptotically additive potentials on a 
class of non-uniformly expanding systems. They prove that either the historic set is empty or car-
ries full Hausdorff dimension. 
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摘  要 

研究了一类非一致扩张系统中渐进可加势的“历史集”的Hausdorff维数谱的重分形分析，利用拼接n-
级Bernoulli测度和构造Moran集的方法，证明了在该系统中渐近可加势的“历史集”的Hausdorff维数

具有“择一性”。 
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1. 引言 

本文研究了一类非一致扩张系统上渐近可加函数列的“历史集”的重分形分析，证明了渐近可加势

的“历史集”的 Hausdorff 维数谱具有“择一性”。首先做一概述。 

1.1. “历史集” 

设 ( ),X T 为拓扑动力系统，即 X 为紧度量空间， :T X X→ 为连续自映射， ( ),C X  表示从 X 到的

连续函数全体。给定 ( ),C Xφ ∈  ，称
1

0
:

n
i

n
i

S Tφ φ
−

=

 = ∑ 
和

1:n nA S
n

φ φ = 分别为φ 的 Birkhoff 和与 Birkhoff 均

值。若存在 ( ),C X Rφ ∈ ，使得极限 ( )lim nn
A xφ

→∞
不存在，则称点 x 的轨道 

{ }2, , ,x Tx T x   

有“历史行为”。这个名称最早是 Ruell 在[1]中提出的，本文沿用 Ruell 的定义，把轨道具有“历史行为”

的点的全体称为“历史集”。在[2]中 Takens 进一步研究了“历史集”，并提出了如下问题：是否存在一

类光滑的动力系统，这类系统有“历史行为”的初始点集具有正测度的性质是稳定的。该问题被称为

“Takens last problem”。到目前为止，有很多学者对“Takens last problem”进行了大量的研究并得到了

一些深入的结果。如在[3]中，作者证明了闭曲面上 r 阶微分同胚中任一 Newhouse 开集都有稠子集，此

稠子集中任一元都有一个压缩游荡域是“历史集”，从而部分回答了“Takens last problem”，更多有关

“Takens last problem”的内容见文献[4]。 
如果点 x 使得对每一个 ( ),C Xφ ∈  ，极限 ( )lim nn

A xφ
→∞

都存在，称点 x 为“通有点”。点 x 的 Birkhoff

均值的极限不存在，意味着当时间 n 趋向无穷时，点 nT x 对下一步要去哪里始终有新的“想法”。若点 x
为“通有点”，对每一个观察函数φ 来说，因 ( )lim nn

A xφ
→∞

存在，所以“通有点”的轨道行为是完全可以预

测的。因此“历史点”的轨道比“通有点”的轨道包含了更多的信息。Ruell 和 Takens 认为“历史集”

有更重要的研究意义。给定 ( ),C Xφ ∈  ，称 ( ) ( ){ }H , : : lim nn
X T x X A xφ φ

→∞
 ; = ∈ 不存在 为关于φ 的“历史

集”。易见 ( )H ,X Tφ ; 是“历史集”的一个子集，“历史集”是所有连续函数φ 的“历史集” ( )H ,X Tφ ;

的并集。为简化记号，以下简记 ( )H ,X Tφ ; 为 ( )H φ 。 

近些年来，很多学者对“历史集”的结构和性质有浓厚的兴趣，对“历史集”进行了大量的研究，

得到了很多深刻的结果，见[1]-[15]。由 Birkhoff 遍历定理知，对任一 T-不变测度 µ ，都有 ( )( )H 0µ φ = ，

这意味着从测度范畴看，“历史集”是可以忽略不计的，因此，在动力系统和几何测度论中，人们一直

认为“历史集”没有包含系统的本质信息，没有进一步研究的必要。然而文献[5]的研究结论彻底颠覆了

这个观点，在大多数的系统中，特别是一致双曲系统中，“历史集”或者具有满的拓扑熵，或者具有满

的 Hausdorff 维数，这表明“历史集”是一个很大的集合，在某种程度上包含了系统的所有信息。文献[6]
证明了在有限型子转称斥子中“历史集”若非空，就具有满的 Hausdorff 维数，D. Tompson 在[7]中证明

了若系统有某些弱的 Specification 性质，则该系统中的“历史集”若非空，就具有满的拓扑压力。Barreira
等在[8]中从拓扑观点研究“历史集”，证明了若有限型子位移具有弱的 Specification 性质，则该系统中

的“历史集”只要不是空集，就是剩余集。 
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以上的文章研究的都是一致双曲系统中的“历史集”，他们证明了一致双曲系统中的“历史集”的

拓扑熵，Hausdorff 维数都具有“择一性”，即非空即满。在非一致双曲系统中，因为非双曲周期点的出

现，使得非一致双曲系统的动力学行为比一致双曲系统更加复杂，因此关于非一致双曲系统的“历史集”，

到目前为止，研究结果还比较少。文献[9]得到了一类非一致双曲系统中“饱和集”的拓扑熵的变分公式，

并证明了在该类系统中“历史集”具有满拓扑熵的性质是 C1 稳定的。[10]中作者证明了在 Lorenz 流的一

个俘获区中，“历史集”是剩余集。[11]中作者证明了在一类非一致扩张系统中，几乎可加势的“历史集”

的 Hausdorff 维数具有“择一性”。 
本文研究了一类一维非一致扩张系统中渐进可加势的“历史集”，证明了该类系统中渐进可加势的

“历史集”的 Hausdorff 维数谱也具有“择一性”。下面介绍本文要研究的非一致扩张系统。 

1.2. 系统与符号 

本文考虑如下模型，令 [ ]
1

: 0,1
m

i
i

T I
=

→


是分段 1 rC + 映射，其中 0r > ， ( )1, 2, ,iI i m=  是 [ ]0,1 的 m 个

子区间，满足如下条件： 
1、若 i j≠ ，则 ( ) ( )int inti jI I = ∅ ，本文中 ( )int iI 指集合 iI 的内部； 
2、对1 i m≤ ≤ ， [ ]| : 0,1

iI iT I → 是 1 rC + 的满射，且存在唯一 i ix I∈ 满足 ( )i iT x x= 且 ( ) 1iT x′ ≥ 。若

( ) 1iT x′ = ，则称 ix 为抛物不动点，否则称 ix 为扩张不动点； 

3、若 { }1 2, , , mx x x x∉  ，则 ( ) 1T x′ > 。 
抛物不动点的出现使本文考虑的系统和一致双曲系统有很大不同，在抛物不动点附近，系统的动力

行为变得异常复杂。下面定义不变吸引子， 

( ){ }1
: , 0|m n

jj
x I T x I n

=
Λ  = ∈ ∈   ≥



一切对 . 

这类非一致双曲映射包含著名的 Manneville-Pomeau 映射，即 [ ] [ ]: 0,1 0,1T → ， 1 mod1Tx x x β+= + ，

其中 0 1β< < 。 
上述系统有一个自然的编码：对 1, ,i m=  ，令 iT 为 [ ]| : 0,1

iI iT I → 的逆映射。令 :σ Σ → Σ 是左平映

射，满足 ( )( ) ( )1 2n nn n
σ ω ω

≥ ≥
= 。定义编码映射 : IΠ Σ → 如下： 

( ) [ ]( )1 2
: lim 0,1

nn
T T Tω ω ωω

→∞
Π  =   . 

不难验证 ( )Π Σ = Λ 且 ( ) ( )Tσ ω ωΠ = Π  。特别指出编码映射 Π 在除去至多可个点外是双射。 
给定拓扑动力系统 ( ),X T ，本文用 ( ),M X T 和 ( ),E X T 分别表示 X 上 T-不变 Borel 概率测度全体和

遍历的 T-不变 Borel 概率测度全体。下面介绍渐近可加势。 

1.3. 渐近可加势 

设 ( ) 1n n
φ ∞

=
Φ = 为一列定义在 X 上的连续函数，若对任意给定的 0ε > ，都存在 ( ),g C Xε ∈  ，使得 

1lim sup n n
n

S g
n εφ ε

→∞
− < , 

称Φ 为渐近可加势，其中对给定的 ( ),f C X∈  ， f 是上确界范数。 
若Φ 满足下述条件，称 Φ 为可加势，对 1n∀ ≥ ， 1m∀ ≥ ， x X∀ ∈ ，都有 ( ) ( ) ( )n

n m n mx x T xφ φ φ+ = + 。 

易见，若 Φ 为可加势，则 ( ) ( )
1

1
0

n
i

n
i

x T xφ φ
−

=

= ∑ 。若 Φ 满足下述条件，称 Φ 为几乎可加势： 

1、对每个 1n ≥ ， :n Xφ → 连续； 
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2、存在正常数 ( )C Φ ，对任意给定的 ,n p ∈和任意给定的 x X∈ ，有下式成立， 

( ) ( ) ( ) ( )n
n p n px x T x Cφ φ φ+ − − ≤ Φ . 

其中 ( )C Φ 为和Φ 有关的常数。 

对给定的渐进可加势 ( ) 1n n
φ ∞

=
Φ = ，令 ( ) ( )1: : lim nn

x X x
n

φ
→∞

 Η Φ = ∈    
 

不存在 为 Φ 的“历史集”。令

( )*
1lim dnXn n

µ φ µ
→∞

Φ = ∫ ，由渐进可加势的定义，易证上述极限是存在的。令 ( ) ( ){ }* : ,M X Tµ µΦΩ = Φ   ∈ 。 

文献[12]中引理 A.5 证明了几乎可加势一定是渐近可加势，文献[13]中的例 1 给出了一个渐近可加势不是

几乎可加势的例子，从而本文结论包含了文献[11]中的结果。 

1.4. 主要结果 

本文证明了如 1.2 节中定义的非一致扩张系统中渐近可加势的“历史集”的 Hausdorff 维数有“择一

性”，依惯例用 dimH A表示集合 A 的 Hausdorff 维数。 
定理 2.1：吸引子 Λ 和 1C γ+ 映射 :T Λ → Λ 如 1.2 节中所定义， Φ 为渐近可加势，则下列情形有且仅

有一个成立 
1、 ( )H Φ = ∅ 当且仅当 ΦΩ 是单点集； 
2、 ( )H Φ ≠ ∅ 当且仅当 ( )dim H dimH HΦ = Λ 。 
注 1：在本文所研究的非一致扩张系统中，我们不确定 T 的 1C γ+ 正则性假设是否可以减弱到 C1条件。

这对应于动力系统中一个著名的问题：双曲测度的 Hausdorff 维数是否可以任意逼近吸引子的维数。文献[16]
中定理 4.6 表明，在 T 的每个逆映射是 1C γ+ 的条件下，再加上一些几何的假设，该问题的答案是肯定的。文

献[17]中研究结果表明，对 1 LipC + 可扩系统的极限集和传递 Markov 系统的极限集，该问题的答案也是肯定的。

然而在非一致扩张系统中，在 T 仅有 C1正则性的条件下，双曲测度的 Hausdorff 维数能否任意逼近吸引子的

维数，仍然是动力系统的维数理论中一个开问题。文献[18]中提出在本文所考虑的非一致扩张系统中，T 的

C1正则性足以建立定理 2.1，但未给出证明。 

2. 记号和预备知识 

本节引入一些记号和必要的引理。 
令 { }1, 2, ,A m=  ， AΣ =  ，令 { }1: |n n iw w w w AΣ = = ∈ 是长为 n 的词的全体。 { } 1n n

ω ω ∞

=
= ∈ Σ，记

1|n nω ω ω=  。对词 nw∈ Σ ，令 [ ] { }: | |nw wω ω = ∈ Σ = 是由 w 确定的长为 n 的柱集。对给定的连续函数

:φ Σ → 
，称 

( ) ( )
| |

Var : sup
n n

n n n
ω τ

φ φ ω φ τ
=

= −  

为φ 的 n-级变差，同时令 ( ): sup
τ

φ φ τ
∈Π

 = 。 

用 ( ){ }{ }1ˆ : | # 2x x−Λ = ∈ Λ  Π = 表示吸引子中有两个编码的点，其中 # A表示集合 A 的元素个数。在

本文条件下，Λ̂ 和 1 ˆ−Π Λ 都是至多可数集， 1 ˆ ˆ: \ \−Π Σ Π Λ → Λ Λ 是双射。对长为 n 的词 1 2 nw w w w=  ，记

( )
1 2 nw w w wI T T T I=  

， 对 ω ∈ Σ ， 记 ( ) |nnI Iωω = 。 用 ( )nD ω 表 示 ( )nI ω 的 直 径 ， 同 时 令

( ) ( )
1

: logng Tωω σω′= − Π ，令 

( ) ( )( )
1

0

1:
n

i
n

i
A g g T

n
ω ω

−

=

= ∑ . 
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由文献[16]的引理 2.1 和文献[18]引理 1 可知， ( )nA g ω 可一致逼近 ( )nD ω 。 
引理 2.1：设 T 为 1.2 节所定义的非一致扩张映射，则 ( )nD ω 一致收敛到 0，且 

( ) ( )1lim sup log 0n nn
D A g

nω
ω ω

→∞ ∈Σ

 
− − = 

 
. 

令 ( ) ( )1ˆ logn nD
n

λ ω ω= − ，对给定的 σ-不变测度 µ ，令 ( ), : dgλ µ σ µ
Σ

= ∫ 是 µ 的 Lyapunov 指数，

1
* :µ µ −Π = Π 是 µ 的像测度。下面引理组合了文献[18]中的引理 2 和引理 3，在定理 2.1 的证明中起着本

质作用。 
引理 2.2：对任意给定的 σ-不变测度 µ ，都存在遍历的 σ-不变测度序列{ }: 1n nµ  ≥ ，使得{ }: 1n nµ  ≥

依弱星拓扑收敛到 µ ，且 

( ) ( ), ,nh hµ σ µ σ→ , ( ) ( ), ,nλ µ σ λ µ σ→ . 

下面引理表明映射 ( )* ,M σΦ  : Σ  → 是连续的。 
引理 2.3：给定渐进可加势Φ ，µ 为 σ-不变测度，{ } ( )1

,n n
Mµ σ∞

=
⊂ Σ  且在弱星拓扑下收敛到µ ，则有 

1 1lim lim d lim dm n mn m mm m
φ µ φ µ

→∞ →∞ →∞
=∫ ∫ . 

即 ( ) ( )* *lim nn
µ µ

→∞
Φ = Φ 。 

3. 定理 2.1 的证明 

首先有下述结论，若 ( )Η Φ ≠ ∅ ，则有 # 2ΦΩ ≥ 。事实上，若 ( )Η Φ ≠ ∅ ，取 ( )x ∈ Η Φ ，令

( )lim sup n

n

x
n

φ
α

→∞
= ，

( )lim inf n

n

x
n

φ
α

→∞
= ， ( )1

6
ε α α= − ，则 0ε > ，由渐进可加势定义，存在连续函数 h 和

正整数 K，使得对任意给定的 n K> ，任意给定的 x X∈ ，有 

( ) ( )1
n nx S h x

n
φ ε− < , 

存在自然数的子列 { } 1k k
n ∞

=
，使得

( )
lim kn

k
k

x
n

φ
α

→∞
= ，不妨设 ( )lim

knk
A h x

→∞
存在，否则用上极限代替。令

( )M X 为 X 上概率测度全体，因 ( )M X 在弱星拓扑下是紧的，取 µ 为概率测度序列
1

0 1

1 k

i

n

T x
ik kn

δ
∞−

= =

 
 
 

∑ 的聚

点，其中 xδ 为 Dirac 测度，易证 ( ),M X Tµ ∈ 。则有 

( )*
1d lim d 2 2nX Xn

h
n

α µ ε φ µ ε µ ε
→∞

≤ + ≤ + = Φ +∫ ∫ . 

同理可证，存在 ( ),M X Tν ∈ ，使得 ( )* 2ν α εΦ ≤ + 。故有 

( ) ( )* *2 2ν α ε α ε µΦ ≤ + < − ≤ Φ ，即 ( ) ( )* *ν µΦ ≠ Φ . 

令 Φ̂ = Φ Π ，易证 ˆΦ Φ
Ω = Ω 且 ( ) ( )ˆΗ Φ = ΠΗ Φ 。则定理 1 是下述引理的直接推论。 

引理 3.1：对任意给定的 σ-不变测度 µ 和ν 满足 ( ), 0λ µ σ > ， ( ), 0λ ν σ > ，且 ( ) ( )* *
ˆ ˆµ νΦ ≠ Φ ，则有

下式成立 

( ) ( )
( )

( )
( )H

, ,
dim min ,

, ,
h hµ σ ν σ
λ µ σ λ ν σ

  Η Φ ≥   
  

. 
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因 T 是 1C γ+ 连续，由文献[16]的定理 4.6 可知， 

( )

( )
( ) ( )H

,

,
dim sup , 0

,
|

M

h
µ σ

µ σ
λ µ σ

λ µ σ∈ Σ

  Λ =   > 
  

 . 

故对任意给定的 0ε > ，都存在 σ-不变测度 µ ，满足 ( ) ( ) H, , dimh µ σ λ µ σ ε≥ Λ − 。记 ( )*
ˆα µ= Φ ，

因 # 2ΦΩ ≥ ，故存在 σ-不变测度ν 满足 ( )*
ˆ ν β αΦ = ≠ 。对 0 1s< < ，令 ( )1s s sµ µ ν= + − ，则 ( )*

ˆ
sµ αΦ ≠ 。 

由引理 5，对所有 0 1s< < ，下式成立， 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

H

,,
dim min ,

, ,

, , 1 ,
min ,

, , 1 ,

s

s

hh

h sh s h
s s

µ σµ σ
λ µ σ λ µ σ

µ σ µ σ ν σ
λ µ σ λ µ σ λ ν σ

  Η Φ ≥   
  

 + − =   
+ −  

. 

令 1s → ，可得由 ε 的任意性，定理 1 得证。下面证明引理 4。 
引理 3.1 的证明融合了文献[6]中构造 Moran 集和文献[18]中拼接 n 级 Bernoulli 测度的方法。证明思

路是在“历史集” ( )ˆΗ Φ 中构造一个 Moran 集 M，使得渐进可加势的均值在 Moran 集的奇数层逼近α ，

偶数层逼近 β ，而且 Moran 集 M 的投影 MΠ 的 Hausdorff 维数满足 

( )
( )

( )
( )H

, ,
dim min ,

, ,
h h

M
µ σ ν σ

λ µ σ λ ν σ
  Π ≥   
  

. 

为清晰起见，证明分以下 6 步： 
步一：在奇数层构造 Moran 块 
由引理 2.1 的结论，可以取到递减到 0 的序列 ( ) 1i i

ε
≥
且满足对所有的 2 1n i≥ − ，有下列结论， 

( ) ( )
2 1

2 1

var ,
ˆmax .

n n i

n n i

A g

A g
ω

ε

λ ω ω ε
−

−∈Σ

<
 − <

                                  (1) 

由引理 2.2 和引理 2.3，可以选择一列 σ-不变的遍历测度 ( )2 1 1i i
µ − ≥

，使得下式成立， 

( ) ( )
( )

( ) ( )

2 1 2 1

* 2 1 2 1

2 1 2 1

, , ,

ˆ ,

, , .

i i

i i

i i

h hµ σ µ σ ε

µ α ε

λ µ σ λ µ σ ε

− −

− −

− −

− <

Φ



 − <

− <



                                  (2) 

记 ( )2 1 * 2 1
ˆ

i iα µ− −= Φ ，注意到 2 1iµ − 的遍历性，由 Birkhoff 遍历定理和 Shanon-Mcmillan-Breiman 定理，

对 2 1iµ − a。e。的ω ∈ Σ ，有下式成立， 

( )

( ) ( )
[ ]( ) ( )

2 1

2 1
2 1

ˆ
,

, ,

log |
, .

n

n i

i n
i

n
A g

h
n

φ ω
α

ω λ µ σ

µ ω
µ σ

−

−
−


→

 →

− →

                                 (3) 

对任意给定的 0δ > ，由 Egoroff 定理，存在 ( )2 1i′Ω − ⊂ Σ 满足 ( )( )2 1 2 1 1i iµ δ− ′Ω − > − 且式(3)在

( )2 1i′Ω − 上一致成立。故存在 2 1 2 1il i− ≥ − ，使得对一切 2 -1in l≥ 和 ( )2 1iω ′∈ Ω − ，有下式成立， 
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( )

( ) ( )
[ ]( ) ( )

2 1 2 1

2 1 2 1

2 1
2 1 2 1

1 ˆ ,

, ,

log |
, .

n i i

n i i

i n
i i

n
A g

h
n

φ ω α ε

ω λ µ σ ε

µ ω
µ σ ε

− −

− −

−
− −


 − <
 − <



− − <


                              (4) 

令 ( ) ( ){ }2 1
2 1 | | 2 1

ili iω ω
−

′Σ − =   ∈ Ω − ，称 ( )2 1iΣ − 为(2i-1)-级 Moran 块， ( )2 1iΣ − 是构造 Moran 集的

基本模块。再令 

( ) [ ]
( )2 1

2 1
i

i
ω

ω
∈Σ −

Ω − =


, 

则有 

( )( ) ( )( )2 1 2 12 1 2 1

1
i ii iµ µ

δ
− − ′Ω − ≥ Ω −

≥ −  
. 

步二：在偶数层构造 Moran 块 
此步完全类似于步一，为方便读者，给出完整步骤。对一切 2n i≥ ，有下式成立， 

( ) ( )
2

2

var ,
ˆmax .

n n i

n n i

A g

A g
ω

ε

λ ω ω ε
∈Σ

<
 − <

                                   (5) 

由引理 2.2 和引理 2.3，可选择一列 σ-不变的遍历测度 ( )2 1i i
ν

≥
，使得下式成立， 

( ) ( )
( )

( ) ( )

2 2

* 2 2

2 2

, , ,

ˆ ,

, , .

i i

i i

i i

h hν σ ν σ ε

ν β ε

λ ν σ λ ν σ ε

− <

Φ −




<

−



<






                                   (6) 

记 ( )* 2 2
ˆ

i iν βΦ = ，由 2iν 的遍历性可知，对 2iν a..e.的ω ∈ Σ 有下列结果， 

( )

( ) ( )
[ ]( ) ( )

2

2

2
2

ˆ
,

, ,

log |
, .

n
i

n i

i n
i

n
A g

h
n

φ ω
β

ω λ ν σ

ν ω
ν σ


→

 →

− →

                                  (7) 

对任意给定的 0δ > ，存在 ( )2i′Ω ⊂ Σ 满足 ( )( )2 2 1i iν δ′Ω > − ，而且存在 2 2il i≥ ，使得对一切 2in l≥

和 ( )2iω ′∈ Ω ，有下述结论， 

( )

( ) ( )
[ ]( ) ( )

2 2

2 2

2
2 2

1 ˆ ,

, ,

log |
, .

n i i

n i i

i n
i i

n
A g

h
n

φ ω β ε

ω λ ν σ ε

ν ω
ν σ ε


 − < 
 − <



− − <


                               (8) 

令 
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( ) ( ){ }
( ) [ ]

( )

2

2

2 | | 2 ,

2
il

w i

i i

i w

ω ω

∈Σ

′Σ = ∈ Ω

Ω =


 

则有 ( )( ) ( )( )2 22 2 1i ii iν ν δ′Ω ≥ Ω ≥ − 。式(1)，(2)，(3)，(4)，(5)，(6)，(7)，(8)在下面的证明中是必

要的，第 4 步中证明 Moran 集在编码映射 Π 下的投影含于“历史集” ( )Η Φ 和第 6 步中估计 Moran 测度

的 Hausdorff 维数下界时将要用到这些式子。 
步三：拼接 Moran 集 
取 0 1N = ，对 1i ≥ ，令 2 12 i il N

iN + −+= 。 iN 是在第 i 层把 Moran 块重复拼砌的次数。令 Moran 集 M 为

下述集合， 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1
iNN

i i   Σ Σ Σ Σ    

 

  . 

iN 的选择在估计 Moran 集的 Hausdorff 维数时是至关重要的。 
步四：Moran 集包含在“历史集”中 
本步证明 Moran 集 M 的投影 MΠ 落在“历史集” ( )Η Φ 中。 

对 1j ≥ ，令
1

j

j i i
i

n l N
=

= ∑ ，固定 Mω ∈ ，注意到 

2 2 4 4 2 2

2 1

lim 0j j

j
j

l N l N l N
n→∞

+

+ + +
=



. 

利用式(1)，(2)，(4)，(5)，(6)，(8)，直接计算可得下面结论， 

( )

( )

2 1

2

2 1

2

ˆ
lim ,

ˆ
lim

j

j

n

j
j

n

j
j

n

n

φ ω
α

φ ω
β

+

→∞
+

→∞

=

=

 

这表明 ( )MΠ ⊂ Η Φ 。 
步五：构造 Moran 测度 
为简单起见，把 Moran 块 ( )iΣ 重新编号，构造测度η ，称η 为 Moran 测度，同时得到两个重要的关

系式(9)，(10)，这两个式子在第六步中估计 Moran 测度η 的 Hausdorff 维数时是必要的。 
为便于计算，当 i 为奇数时，令 i iη µ= ，当 i 为偶数时，令 i iη ν= 。把如下整数序列 

1

1 1

i

i i

NN
l ll l    



  

重新记为 ( )*

1i i
l

≥
。把如下 Moran 块序列 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1
iNN

i i   Σ Σ Σ Σ    

 

   

重新记为 ( ){ }* | 1i iΣ ≥ 。同样地，可得到如下序列 ( ){ }* | 1i i′Ω ≥ ， ( ){ }* | 1i iΩ ≥ ，{ }* | 1i iη ≥ ，{ }* | 1i iε ≥ 。 
对任意给定的 1n ≥ ，存在唯一正整数 ( )J n ，使得 

( ) ( ) 1
* *

1 1

J n J n

i i
i i

l n l
+

= =

≤ <∑ ∑ ; 
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同样存在唯一正整数 ( )r n ，使得 
( )

( )
( ) 1

1 1

r n r n

i i
i i

N J n N
+

= =

≤ <∑ ∑ . 

这里， ( )J n 表示 n 在序列 ( )*

1i i
l

≥
中位于哪一层， ( )r n 表示 ( )J n 在序列 ( ) 1i i

N
≥
中位于哪一层，同时

( )r n 也表明 n 位于 Moran 集 M 的第 ( )r n 层和第 ( ) 1r n + 层之间。由 ( )J n 的定义，可知下式成立， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
* *

1 1 2 21 1, J n r n J n r nJ n J n J n l l l l+ + + +≤ + ≤ +    =    ≤且                        9) 

对 1, 2j = ，有 

( )
( )

( )

( ) ( )

*

*

1

J n j r n j
J n

r n r n
i

i

l l

N l
l

+ +

=

≤

∑
, 

注意到对 2 11, 2 i il N
ii N + −+≥  = ，可知下式成立， 

( )
( )

( )

( )

1
*

*
1

* *

1 1

0, 1

J n

i
J n j i
J n J n

i i
i i

ll

l l

+

+ =

= =

→     →
∑

∑ ∑
且                                   (10) 

现在定义 Moran 测度。对 ( )* iω ∈ ∑ ，令 

[ ]
( )( )

*

* *
ii

i iω

η ω
ρ

η
=

Ω
. 

易 见
( )* 1i
i ωω

ρ
∈∑

∑ = 。 记 [ ] ( ){ }*
1: : n

n iC iω ω
=

=  ∈ ∑∏ ， 其 中 ( )*
1

n
i i
=

∑∏ 表 示 ( )* i∑ 的 拼 接 。 记

{ }( ): 1nC nσ   ≥ 是{ }: 1nC n ≥ 生成的 σ-代数。对 [ ] [ ]1 n nw w w C= ∈ ，令 

[ ]( )
1

ˆ :
i

n
i
w

i
wη ρ

=

= ∏ , 

其中
1

i

n
i
w

i
ρ

=
∏ 表示

i

i
wρ 的乘积。记η 为η̂ 到 M 的所有 Borel 子集的 Kolmogrov 扩张。η 自然是 Σ 上的测度，

由η 的构造可知η 支撑在 M 上。 

步六：估计 Moran 测度的 Hausdorff 维数下界 
本步证明下式成立，对一切 x M∈ Π ，有 

( ) ( )
( )

( )
( )

*

0

log , , ,
min ,lim inf log , ,r

B x r h h
r

η µ σ ν σ
λ µ σ λ ν σ↓

 Π  ≥  
  

                         (11) 

由(11)式可知，
( )
( )

( )
( )H *

, ,
dim min ,

, ,
h hµ σ ν σ

η
λ µ σ λ ν σ

  Π ≥  
  

，其中
( )*

0

log ,
lim inf logr

B x r
r

η
↓

Π
是测度 *ηΠ 在点 x 的

下局部维数， 

( )*
H * *

0

log ,
dim : sup 0 a.e. lim inf log

|
r

B x r
s s x

r
η

η η
↓

Π 
Π = ≥ ≥   Π   ∈ Λ 

 
 对  

是测度 *ηΠ 的Hausdorff维数，这部分内容读者可参看 Falconer的专著[19]的第 10章。注意到 ( ) MΗ Φ ⊇ Π

且η 支撑在 M 上，故有 
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( ) ( )
( )

( )
( )H H H *

, ,
dim dim dim min ,

, ,
h h

M
µ σ ν σ

η
λ µ σ λ ν σ

  Η Φ ≥ Π ≥ Π ≥  
  

. 

引理 5 得证。下面证明式(11)成立。 
固定 Mω ∈ ，先估计 ( )nD ω 的下界。当 i 为奇数时，令 iτ µ= ，当 i 为偶数时，令 iτ ν= 。注意到

( ) ( )ˆ
e nn

nD λ ωω −= ，下面估计 ( )n̂λ ω 。利用式(1)，(4)，(2)和(5)，(6)，(8)，直接计算可得 

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( )* * * *
1

1

ˆ , 4 :
J n

n i i i J n J n
i

n l l g nλ ω λ τ σ ε ε ρ+
=

≤ + + + =∑ . 

易见 ( )nρ 是单调递增的，而且有 ( ) ( )e n
nD ρω −≥ 。 

现在固定 x M∈ Π 和小的实数 0r > ，则存在唯一 ( )n n r= ，使得 
( ) ( )1e en nrρ ρ− + −≤ <                                       (12) 

回顾对ω ∈ Σ ， ( ) ( )
1 2 nnI T T T Iω ω ωω =  

，令 

( ) ( ) ( ){ }: ,|n nC I M I B x rω ω ω = ∈   ≠ ∅ 且 . 

由 ( ) ( )e n
nD ρω −≥ 可知 C 至多含有 3 个元素。任取 Mω ∈ 满足 ( )nI Cω ∈ ，则 ( )1 2|n J nw w w vω = 

，其

中，v 是 ( )( )* 1J nΣ + 中元素 v̂ 的前缀，则有 

( )( ) [ ]( )
( )( )

( ) [ ]( )
( ) ( )( )( )

( )

( ) ( ) [ ]( )
( )

**
1

* * * * *
1 1

1 *

1

1

1

J n
J ni i

n
i i J n

J n
J n

i i
i

vw
I

i J n

w

ηη
η ω

η η

δ η

+

= +

− −

=

Π = ⋅
Ω Ω +

≤ −  

∏

∏

. 

故有 

( )( ) [ ]( )( )
( )( ) ( )

( )( )
( )

( )( ) ( )

*
*

* *
1

* *

1

log
log , 1 log 1 log 3

, 2 1 log 1 log 3

J n
i i

i
i i

J n

i i i
i

w
B x r l J n

l

l h J n

η
η δ

τ σ ε δ

=

=

 
Π ≤ − − − + − +  

 

≤ − − − + − +

∑

∑
. 

其中第 2 个不等式利用了(2)，(4)和(6)，(8)。由(12)式，同时注意到 0r → 当且仅当 n → ∞ ，则有 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )

( )( )
( )

( ) ( )( )

( )( )
( )

( )( )
( )

( )( ) ( )
( )

* *

* 1
10

* * * *
1 1 1 1

1

* *

1

* *

1

*
* *

*

, 2 1 log 1 log 3log ,
lim inf lim inf

log
, 4

, 2
lim inf

, 4

, 2
, 4 min

, 4
lim inf

J n

i i i
i

J nr n

i i i J n J n
i

J n

i i i
i

J nn

i i i
i

i
i i i

i

n

l h J nB x r
r

l l g

l h

l

h
l

τ σ ε δη

λ τ σ ε ε

τ σ ε

λ τ σ ε

µ σ ε
λ τ σ ε

λ µ σ ε

=
+↓ →∞

+ + + +
=

=

→∞

=

→∞

− + + − −Π
≥

+ + +

−
=

+

−
+

+
≥

∑

∑

∑

∑

( )
( )

( )

( )( )
( )

( )
( )

( )
( )

*

*
1

* *

1

, 2
,

, 4

, 4

, ,
min ,

, ,

J n
i

i i
J n

i i i
i

h

l

h h

ν σ ε
λ ν σ ε

λ τ σ ε

µ σ ν σ
λ µ σ λ ν σ

=

=

 − 
 

+  

+

  ≥  
  

∑

∑
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其中等号利用了式(9)和(10)，最后一个不等式利用了下述事实： 
设 ( ) 1n n

a ∞

=
， ( ) 1n n

b ∞

=
和是两个正实数序列，则有 

1

1

lim inf lim inf

n

k
k n

nn n
n

k
k

a
a
bb

=

→∞ →∞

=

≥
∑

∑
. 

(11)式得证。 
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