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Abstract 

This paper tries to prove the equivalence of stratifiable spaces in the problem on generalized me-
tric space. The definitions and properties of finite basis and regularity in metric space are studied. 
The regular space with σ  local finite basis is obtained. In addition, the method of building space 
is obtained by using the Nagata-Smirnov Metrization Theorem to weaken the σ  local finite basis 
to the closure keep basis. A method of constructing a topological space and establishing a conti-
nuous mapping is used here. The space M1 is equal to the space M3. In this way, three kinds of spa-
tial equivalent problems in generalized metric space are solved. 
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摘  要 

本文尝试证明广义度量空间问题中层空间等价的问题。通过研究可度量空间中有关有限基和正则性
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的定义和性质，得到了具有σ 局部有限基的正则空间，再通过Nagata-Smirnov度量化定理将σ 局部

有限基弱化为闭包保持基就得到了关于构造层空间的方法，这里利用构造拓扑空间和建立连续映射

的方法，证明了所构造空间M1与M3等价，从而解决了广义度量空间中所构造的三种层空间相互等价

的问题。 
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1. 引言 

众所周知，早在 1961 年 J. G. Ceder 就证明了 1 2 3M M M⇒ ⇒ ，同时他提出问题： 2 1M M⇒ 和

3 2M M⇒ 是否成立？[1] G. Gruenhage 和 H. J. K. Junnila 分别于 1976 年和 1978 年独立证明了 3M 空间和

2M 空间是等价的，但 2 1M M⇒ 或 3 1M M⇒ 是否成立，是至今没有解决的难题[1]。这里通过对这一问题

的研究，利用层对应的方法尝试证明 1M 与 3M 等价的可能性。文中符号：1) ：等价于；2) ：并集；

3) ：交集；4) E ：E 的闭包；5) A B− ：A 与 B 的差集。 

2. M1与 M3 等价的证明过程 

2.1. 引入紧缩映射Φ，Φ具有如下性质 

对于任意拓扑空间 S 有 ( ): S SΦ →Φ  (为便利记 ( ) SS HΦ = )，满足 SH S⊂ 是子空间。那么对任意的

拓扑空间 A 和 B 有 AH A⊂ 、 BH B⊂ ，并且满足以下两种情形： 
1) 若 A B = ∅ ，显然 A BH H = ∅ ； 
2) 若 A B ≠ ∅ ，必有 A BH H = ∅ 。 

同理容易推广到可数个拓扑空间 1 2, ,T T ，无论
1

i
i

T
∞

=


是否为∅，都有
1

iT
i

H
∞

=

= ∅


，这是交集的情况，

接下来需要考虑并集的情况。 
对任意两个拓扑空间 A 和 B，若 A B = ∅ ，由于 ( )A AH A H A− = 、 ( )B BH B H B− = ，所以有

A BH H G A B=   ，其中 ( ) ( )A BG A H B H= − − ；若 A B ≠ ∅ ，不妨设 A B E= ，则可能存在四

种关系： 
1) AH E ≠ ∅ ， BH E ≠ ∅ ； 

2) AH E = ∅ ， BH E ≠ ∅ ； 

3) AH E ≠ ∅ ， BH E = ∅ ； 

4) AH E = ∅ ， BH E = ∅ 。 

然而不论哪种关系，由于 A BH H A B⊂  ，都可归结为 A BH H E E A B′ =    ，其中令 F E E′=  ，

仍然是 A BH H F A B=   ，显然 A BH H A B⊂  。同理可容易将 A BH H A B⊂  推广到可数个拓扑

空间 1 2, ,T T ，即
1 1

iT i
i i

H T
∞ ∞

= =

⊂
 

，因此可以找到
1

i
i

T
∞

=


的子空间 T 使得
1 1

iT i
i i

H T T
∞ ∞

= =

=

 

成立。 
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2.2. 紧缩映射的性质的进一步讨论 

根据前面的定义，对任意的拓扑空间 S， : SS HΦ → ，其中 SH 是 S 的子空间，那么对于任意的开集

SV H⊂ ，由相关定义[2]，存在一个基元素 B∈B ，这里B 是 SH 的拓扑的基，满足对于一点 x V∈ ，有 x B∈
且 B V⊂ 。因为B 是 SH 的拓扑的基，根据基的定义[2]，对每一个 Sx H∈ ，至少存在一个包含 x 的基元素

B，由Φ 的定义，则 ( )1x B B−∈ ⊂ Φ ，且 ( )1
SB H−Φ ⊂ ，所以 ( )1x B−∈Φ ， ( ) ( )1 1B− −Φ ∈ ⊂ ΦB B ，因而

有 ( )1x B−∈Φ ， ( ) ( )1 1B− −Φ ∈Φ B 。 
仍考虑基的定义，若 1 2x B B∈  ，则有 3x B∈ 使得 3 1 2B B B⊂  ，这里 1 2 3, ,B B B ∈B 。那么由Φ 的定

义，因为 1 2x B B∈  ，所以知 1x B∈ 、 2x B∈ ，因而 ( )1
1 1x B B−∈ ⊂ Φ ， ( )1

2 2x B B−∈ ⊂ Φ ，所以

( ) ( )1 1
1 2x B B− −∈Φ Φ 。因为存在 3x B∈ 使 3 1 2B B B⊂  ，所以 ( )1

3 3x B B−∈ ⊂ Φ ，即 ( )1
3x B−∈Φ ，而由

3 1B B⊂ 、 3 2B B⊂ ，显然有 ( ) ( )1 1
3 2B B− −Φ ⊂ Φ ， ( ) ( )1 1

3 1B B− −Φ ⊂ Φ ，即 ( ) ( ) ( )1 1 1
3 1 2B B B− − −Φ ⊂ Φ Φ 。

可以考虑利用之前的关系，即 ( ) ( )1 1B− −Φ ∈Φ B ，显然就有关系 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
1 2 3, ,B B B− − − −Φ Φ Φ ∈Φ B 。 

综上所述， ( )1−Φ B 是 S 的拓扑的基，所以对于一点 ( )1x V V−∈ ⊂ Φ ，有 ( )1x B B−∈ ⊂ Φ ，因为 B V⊂ ，

所以 ( ) ( )1 1B V− −Φ ⊂ Φ ，其中已知 ( ) ( )1 1B− −Φ ∈Φ B 是基元素，所以 ( )1 V S−Φ ⊂ 是开集。所以Φ 是连续的，

又因为Φ 是满射，因此Φ 是开映射。同理容易证 1−Φ 将 SH 中的闭集映为 S 中的闭集，所以Φ 又是闭映

射(这与Φ 的连续性无关)，因此可知Φ 是既开又闭的映射。 
考虑任意正则空间 X，根据相关定义[2]，知有任意给定的一点 x 和不包含 x 的闭集 B，存在开集 U

和 V，使得 x U∈ ， B V⊂ 且U V = ∅ 。由Φ 的定义，知 ( ) { }X X x BΦ ⊂ =  ，若任意给定 ( )XΦ 中的

一点 y 和不包含 y 的闭集 C，使 ( ) { }X y CΦ =  ，都有C B V⊂ ⊂ ，同样可以找到一个开集U ′包含 y 使

得U V′ = ∅ ，所以 ( )XΦ 也是正则空间。再由 Nagata-Smirnov 度量化定理[2]，将σ 局部有限基弱化为

闭包保持基就得到了 1M 空间，但 1M 空间并不能作为一般的度量空间来考虑，因此不存在与 1M 的拓扑相

容的度量 d [3]，因此只能考虑广义度量空间的拓扑结构。由因为Φ 是既开又闭的映射，所以根据相关理

论[1] [4]， ( )
11 MM HΦ = 可能是 1M 空间(这需要在下文进行论证，并且与

3MH 是 3M 空间的论证有关)，这

一点与将交集关系转化并集关系的思路成为解决后面问题的重要想法。 

3. 层空间对应关系的讨论 

3.1. 证明 MH
1
空间是 M1 空间 

在上述定义的映射Φ 的作用下，重点讨论
1MH ： 

这里取点 11 21 1 1 1 2, , , ; ; , , ,n n n nn nT Tλ λ λ λ λ λ∈ ∈   ，其中 1,2,n = 
。 

因此可定义邻域为：
11 11 1 1 1

1 1

, ,

, ,

n n

n n nn nn n

W W T

W W T

λ λ

λ λ

∈ ∈ ⊂

∈ ∈ ⊂







， 

其中 1,2,n = 
，引入空间

1MH 中的基 A ，且 1 2=  A A A ，这里 1 2, ,A A 是 A 的子族。所以就有 

11 11 1 1 1 1
1 1 1

, , ; ;i n i n nn inn n
i i i

T W T W T W
∞ ∞ ∞

= = =

= = =    

  

A A A . 

当
,

ik k
i k

T
∞

=


A 时， 1 2 1 2
1 1

,i i
i i

T T
∞ ∞

= =

   
=   

   
   

 

A A 显然成立。 

则对于 1 2 1 2, ,N N⊂  A A ，当
1 1

j
j

N µ
µ

∞ ∞

= =

=
 

A 时，就有 1 2
1 1 1

i i j
i i j

T T N
∞ ∞ ∞

= = =

   
=   

   
 

  

。下面考虑
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一种更复杂的情况： 

不妨设 1 1 1 2 2 2
1 1

, ,i i
i i

T Q T Q
∞ ∞

= =

= =  

 

A A 。这里的情况不包含上面的情形，即对于任何 mtT 、 ltT 有

lt mt t tT T V=  A ，或
u

st t t
s v

T L
=

= 



A ，则有 ,t t tQ V L⊂ ，其中1 , , , ,t m l v u≤ ≤ ∞。且对于任意的 

( ){ } ( )
1

it it t t t t g t
g

T T Q Q K
∞

=

= − =   



A A A . 

这里若对于集合 pK ， 1, 2,p = 
，考虑 p pK K⊂



， 1,2,p = 
，就构成了以下的常规形式，同样地，

1 1
j

j
N Pµ

µ

∞ ∞

= =

= 

 

A ，若要满足 

1 2
1 1 1 1 1 1

i i e e j
i i e e j

T T Q N Pµ
µ

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

= = = = = =

       
= = =       

       
   

     

A A  

需证
1

e
e

P Q
∞

=

=


，下面分三种情形讨论。 

情形 1： 
1 1 2 2, ,j i j iN T N T= =  A A ，其中 , 1, 2,i j = 

 

( )
, , 1 1 , 1

j i j i
i j j i

N T N Tφ φ
φ φ

∞ ∞ ∞ ∞ ∞

Σ Σ
Σ = = Σ =

   
⇒ = ⇒ =   

  
 

    

A A
. 

因为
1 1

j
j

N Pµ
µ

∞ ∞

= =

= 

 

A ，所以
1 1

j
j

P Nµ
µ

∞ ∞

= =

⊂

 

A 。因为 

1 2
1 1 1 1

i i e e
i i e e

T T Q
∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

       
=       

       
  

   

A
, 

所以
1 1 ,

e e i
e e i

Q T
∞ ∞ ∞

Σ
= = Σ

   
⊂   

   


  

A 。所以 

1 , 1 1 1

1 1 , 1 1

1 1

j i j
j i j

e e i e e
e e i e e

e
e

N T P N P

Q T Q

P Q

µ µ
µ µ

µ
µ

∞ ∞ ∞ ∞ ∞

Σ
= Σ = = =

∞ ∞ ∞ ∞ ∞

Σ
= = Σ = =

∞ ∞

= =

          = −        
           

           −          
           

  
=   

 

   

   

 

    

    

 

A A

A A

A
1

1 1 , 1 1

1 1 1

1 1

e
e

j i e e
j i e e

e e
e e

f
f

N P T Q

P Q

µ
µ

µ
µ

φ
φ

∞

=

∞ ∞ ∞ ∞ ∞

Σ
= = Σ = =

∞ ∞ ∞

= = =

∞

= =

     
    

     
           − −         

           
        = ∅      

       

= =



   

   



    

  



A

A A

A A

A A
1

e
e

P Q
∞ ∞

=

  
  

  
 

 

,          (1) 

所以得
1

e
e

P Q
∞

=

 
= ∅ 

 




，所以当
1

e
e

P Q
∞

=

= = ∅


时可满足条件，或
1 1

e
e

P Q φ
φ

∞ ∞

= =

 
⊂ 

 


 

A 。 

https://doi.org/10.12677/pm.2019.93045


罗嘉铭 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2019.93045 340 理论数学 

 

猜测：是否可能有
1

Pφ
φ

∞

=

⊆


A ，
1 1

e
e

Qφ
φ

∞ ∞

= =

⊂
 

A ？ 

若成立则总有 

1 1 1 1
i e

e
P Qφ φ φ

φ φ φ

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

          − − ⊂      
          



   

A A A ，同样地，也可能出现例如
1

Pφ
φ

∞

=

⊂


A ，
1 1

e
e

Q φ
φ

∞ ∞

= =

⊂
 

A ，

如此则总有
1 1 1 1 1

f
f

P P Pφ φ φ φ
φ φ φ φ

∞ ∞ ∞ ∞ ∞

= = = = =

     − = ⇒ − = ∅⇒ ⊂    
     



    

A A A A A 。 

所以只需
1 1

e
e

P Q φ
φ

∞ ∞

= =

= ⊂
 

A 就可成立。 

情形 2： 
当 1 1 1 2 2 2, ,j i j iN T N T= =    A B A B 时，可由(1)式得到 

1 , 1 1 1 1
j i f e

j i f e
N T P Q φ φ

φ φ

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

Σ
= Σ = = = =

         
= =         

        
   

     

A A B , 

所以
1 1

e
e

P Q φ
φ

∞ ∞

= =

 
= 

 


 

B ，因为
1 1

, e
e

P Qφ
φ

∞ ∞

= =

⊂
 

B ，所以这里可直接令
1 1

e
e

P Q φ
φ

∞ ∞

= =

= =
 

B ，即条件可成立。 

情形 3： 
当 1 1 2 2, ,j i i j i iN T T N T T=  = 时，仍然由(1)式可得： 

1 , 1 1 ,
j i f e i

j i f e i
N T P Q T

∞ ∞ ∞ ∞ ∞

Σ Σ
= Σ = = Σ

      
= =      

    
  

    

A ; 

当
1

e
e

P Q
∞

=

 
= ∅ 

 




时，即
1 1 ,

f f i
f f i

T
∞ ∞ ∞

Σ
= = Σ

∅ = =

  

A A 与之前所假设情况的其中之一符合，所以显然成立；

当
1

e
e

P Q Z
∞

=

 
= ≠ ∅ 

 




时，得
1 ,

f i
f i

Z T
∞ ∞

Σ
= Σ

=

 

A 也同样如此。因此不论
1

e
e

P Q
∞

=

 
 
 





的情况如何，都有

1
e

e
P Q

∞

=

=


成立。所以式子 1 2
1 1 1

i i j
i i j

T T N
∞ ∞ ∞

= = =

   
=   

   
 

  

得证。所以经映射Φ 作用后所得到的空间
1MH 的

确是 1M 空间。 

3.2. 证明 MH
3
空间是 M3 空间 

在映射Φ 的作用下可设 1 2
1 1

k k
k k

C U U
∞ ∞

= =

   
=    
   

 

 

，其中 C 为闭集， 1, , nE E 为开集，所以有 

1 11 21 1 2, , ; ; , ,n n nE U U E U U⊂ ⊂   . 

由 3M 空间的定义可类似地对
3MH 就有，对于另一闭集 D， 1 2, ,G G 为开集，所以可设 

1 1 1 2 2 2
1 1

, ,k k
k k

E E U E E U
∞ ∞

= =

′ ′= =  

 

. 

因为 1 1 2 2
1 1

, ,G F G Fδ δ
δ δ

∞ ∞

= =

⊂ ⊂ 

 

，所以 1 1 1 2 2 2
1 1

, ,G G F G G Fδ δ
δ δ

∞ ∞

= =

′ ′= ⊂  

 

。因此令 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 2

1 1 1
c d d

c d d

C E E E E E E E E

E E C E
∞ ∞ ∞

= = =

′ ′ ′ ′= =
     ′ ′ ′= =     
     

        

 

  

, 
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( ) ( )1 1 2 2
1 1 1

a b b
a b b

D G G G G G G D G
∞ ∞ ∞

= = =

     ′ ′ ′ ′ ′= = =     
     

     

  

 

当C D= 时，就有
1 1

b d
b d

D G C E
∞ ∞

= =

   ′ ′− = −   
   
 

，当 ( ) ( )
1 1

i d j b
d b

E C E G D G
∞ ∞

= =

   ′ ′− ⊂ −   
   

 

 

时，
3MH 是广

义度量空间。 

当C D⊂ 时，设 D C= ∏ ，所以
1 1

b d
b d

D G C E
∞ ∞

= =

    ′ ′− = − ∏    
    



 

，所以当 

( )
1 1

i d j b
d b

E C E G D G
∞ ∞

= =

      ′ ′− − −∏ ⊂ −     
      



 

 

即 ( ) ( )
1 1

i d j b
d b

E C E G D G
∞ ∞

= =

   ′ ′− ⊂ − ∏   
   

  

 

时
3MH 是广义度量空间。 

以上证明了 ( ) ( ), ,G n C G n D⊂ 成立的可能性。反过来，若知 ( , ) ( , )G n C G n D⊂ ，则有两闭集 C、D
可分别表示为两个开集系列中开集的闭包的交。 

设 ,C D 为闭集， 1 2, ,E E 和 1 2, ,G G 为开集并且 

1 1 2 2
1 1

, ,k k
k k

E U E U
∞ ∞

= =

⊂ ⊂ 

 

, 1 1 2 2
1 1

, ,G F G Fδ δ
δ δ

∞ ∞

= =

⊂ ⊂ 

 

. 

再设 1 1 1 2 2 2
1 1

, ,k k
k k

E K U E K U
∞ ∞

= =

= =  

 

， 1 1 1 2 2 2
1 1

, ,G L F G L Fδ δ
δ δ

∞ ∞

= =

= =  

 

。所以 

( ) ( )1 1 2 2
1 1

D G L G L G Lδ λ
δ λ

∞ ∞

= =

   
= =    

   
    

 

 

( ) ( )1 1 2 2
1 1

k
k

C E K E K E Kµ
µ

∞ ∞

= =

  
= =   

   
    

 

. 

因为已知 ( ) ( ), ,G n C G n D⊂ ，所以可有 i s jE J G= 其中 , , 1, 2,i j s = 
，所以 

1 1 1 1 1 1
k s s

k s s
D E J L C K J Lλ µ λ

λ µ λ

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

= = = = = =

            = = −           
            

   

     

. 

根据上面的讨论结果可知： 

当
1

s
s

J
∞

=

= ∅


，
1 1
K Lµ λ

µ λ

∞ ∞

= =

⊂
 

时有C D⊂ 成立。 

当
1

s
s

J
∞

=

≠ ∅


，
1 1 1

s
s

K J Lµ λ
µ λ

∞ ∞ ∞

= = =

   
⊂    
   



  

时有C D⊂ 成立。 

因此以上证明了反之条件成立的可能性，所以空间
3MH 满足广义度量空间 3M 中的条件，因此

3MH 空

间的确是 3M 空间。 

3.3. 讨论 M MH H∼
1 3

的成立性 

关于此问题需证明：在
1MH 的闭包保持基条件下还可能满足

3MH 中的条件，反之，在
3MH 的条件下

仍有
1MH 的闭包保持基条件，两者必须同时成立。 

讨论 1： 

设
1

, MC E H⊂ ⊂A ， ,C E 都是闭集， A 为保持基，若
1

t
t

E W C
∞

=

 
=  
 





，其中 1 2, ,W W ， ,C E 都是闭
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集，且 E 满足 E E= ，令 1 2C J J=  。因为由保持基的条件就有 

1 2
1 1 1

i i j
i i j

R R S
∞ ∞ ∞

= = =

   
=   

   
 

  

                               (2) 

其中 1 1 2 2
1 1

, ,i i
i i

W R W R
∞ ∞

= =

⊂ ⊂ 

 

和 1 2
1 1 1

i i j
i i j

K K L
∞ ∞ ∞

= = =

   
=   

   
 

  

。               (3) 

将式(2)和(3)求就有 

1 2 1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1

i i i i j j i i
i i i i j j i i

R R K K S L R Kθ θ
θ

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

= = = = = = = = =

                   
= =                   

                   
      

        

 

因为令 1 1 1 2 2 2
1 1

, ,i i
i i

W G R W G R
∞ ∞

= =

= =  

 

，其中 1 2, ,G G 为开集；和 

1 1 1 2 2 2
1 1

, ,i i
i i

J Z K J Z K
∞ ∞

= =

= =  

 

, 

其中 1 2, ,Z Z 为开集。所以得 

( ) ( )
1 1 1 1 1

n n

i i i i j j
n i i j j

W G J Z S L
∞ ∞ ∞

= = = = =

       
=        

        
   

    

.                    (4) 

这里再令 i i iP W G=  ， i i iQ J Z=  ， iP 是闭集， iQ 是开集，其中 1,2,i = 
，且 

1 1 1 2 2 2
1 1

, ,i i
i i

T P Q T P Q
∞ ∞

= =

= =  

 

 

所 以 1 1 2 2
1 1

, ,i i
i i

Q T Q T
∞ ∞

= =

⊂ ⊂ 

 

。 即 1 2
1 1

, ,i i
i i

T T
∞ ∞

= =



 

是 一 系 列 开 集 1 2, ,Q Q  的 闭 包 ， 代 入 式 (4) 得

1 2
1 1 1 1 1

i i j j j
i i j j j

T T S L N
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

= = = = =

      
= =      

       
  

    

。因为由 E E= ，所以
1

j
j

E N
∞

=

=


，所以即有 

1 2
1 1

i i
i i

T T E
∞ ∞

= =

   
=   

   
 

 

, 

因此以上就证明了任一闭集 E 可由一系列开集 1, , nQ Q 的闭包的交表示。 
当任意两个闭集 ,C D 有C D⊂ 时，若C D= 可易知 ( ) ( ), ,G n C G n D⊂ ；若C D⊂ 时可设C Q D= ，

就有开集 1 1 2 2
1 1

, ,E G E Gδ δ
δ δ

∞ ∞

= =

⊂ ⊂ 

 

和 1 1 2 2
1 1

, ,F I F Iε ε
ε ε

∞ ∞

= =

⊂ ⊂ 

 

。 

再设 1 1 1 2 2 2
1 1

, ,E E G E E Gδ δ
δ δ

∞ ∞

= =

′ ′= =  

 

和 1 1 1 2 2 2
1 1

, ,F F I F F Iε ε
ε ε

∞ ∞

= =

′ ′= =  

 

。 

因为 ( ) ( )1 2 1 1 2 2
1 1 1 1

a b
a b

D G G E E E E E Eδ δ
δ δ

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

       ′ ′ ′= = =       
       

      

   

且 

1 2
1 1 1 1

c d
c d

C I I F Fε ε
ε ε

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

       ′= =       
       

  

   

，所以
1 1 1 1

c d a b
c d a b

F F Q E E
∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

       ′ ′=       
       

  

   

。 

因此容易得出 i jF E⊂ 其中 , 1, 2,i j = 
，所以 ( ) ( ), ,G n C G n D⊂ 成立。 

讨论 2： 

设
3

, MC D H⊂ 且C D⊂ ， ,C D 都是闭集，若
1

t
t

C D V
∞

=

= =


，且有一闭集可表示为开集的闭包的交，
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即有
, 1

kl t
k l t

C U D V
∞ ∞

=

= = =
 

。当 1 1 2 2
1 1

, ,i i
i i

V E V E
∞ ∞

= =

= = 

 

时， 1iE 为 1 11 21V W W=  中 1iW 的闭包，……， inE

为 1 2n n nV W W=  中 inW 的闭包，……。所以 

1 2
1 1 1 ,

i i t kl
i i t k l

E E V D C U
∞ ∞ ∞ ∞

= = =

   
= = = =   

   
 

   

, 

所以满足闭包保持基条件。 

若C D⊂ ，设
1

t
t

D C Q V Q
∞

=

= = 



， ,C D 是闭集，且有
,

D Gδθ
δ θ

∞

=


，
,

pq
p q

C L
∞

=


。因为 ( ) ( ), ,G n C G n D⊂ ，

所以有 1 1 2 2
1 1

, ,M G M Gδ δ
δ δ

∞ ∞

= =

⊂ ⊂ 

 

和 1 1 2 2
1 1

, ,p p
p p

N L N L
∞ ∞

= =

⊂ ⊂ 

 

所以设 i jN P M= 其中 , 1, 2,i j = ，同

样也有 1 1 1 2 2 2
1 1

, ,M M G M M Gδ δ
δ δ

∞ ∞

= =

′ ′= =  

 

和 1 1 1 2 2 2
1 1

, ,p p
p p

N N L N N L
∞ ∞

= =

′ ′= =  

 

所以 

( ) ( )1 1 2 2
, 1 1 1 1 1

a b a b
a b a b

D G M M M M M M N P Mδθ ε
δ θ ε

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

= = = = =

         ′ ′ ′ ′= = = =         
         

      

     

 

( ) ( )1 1 2 2
, 1 1

pq c d
p q c d

C L N N N N N N
∞ ∞ ∞

= =

   ′ ′ ′= = =    
   

    

  

 

所以 

1 1 1
b d

b d
Q D C P M Nε

ε

∞ ∞ ∞

= = =

      ′ ′= − = − ≠ ∅      
      



  

. 

由此可知， 1 2
1 1 ,

i i kl
i i k l

C E E U
∞ ∞ ∞

= =

   
= =   
   

 

  

满足保持基条件，所以
1 1 ,

in kl
n i k l

D E Q T
∞ ∞ ∞

= =

  ′= = 
 



  

，其中

Q Q′ = ，
1 ,

t kl
t k l

V Q T
∞ ∞

=

⊂

 

，同样满足闭包保持基条件。 

4. 总结 

以上就证明了
1 3M MH H∼ 成立的可能性，现在由已知的关于Φ 的定义和正则空间的结构有

1 1MH M∼
和

3 3MH M∼ ，很自然就能够得到 1 3M M∼ 成立，通过与 Reznichenko 构造反例的结论对比[5] [6]，即每个

3M 空间都是 1M 空间。 
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