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Abstract 
Entanglement-assisted quantum error-correcting codes make use of preexisting entanglement 
between the sender and receiver to improve information rate. In this paper, we obtain six classes 
of entanglement-assisted quantum MDS codes by means of characterizing the relationship be-
tween the number of entangled states and the size of defining set of constacyclic codes. 
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摘  要 

纠缠辅助量子码利用发送器和接收器之间预先存在的纠缠来提高信息速率。本文通过刻画常循环码纠缠

态的数量与定义集大小的关系，构造了六类纠缠辅助量子MDS码。 
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1. 引言 
在量子信息和量子计算中，非常重要的任务就是构造好的量子纠错码。近年来，诸多研究者通过经

典纠错码来构造量子纠错码(见[1] [2] [3])。一个参数为� �, , qn k d q 元量子码 Q 是 Hillbert 空间 ( ) nqC
⊗

的一

个 kq 维子空间。参数为� �, , qn k d 量子码 C 满足量子 Singleton 界： 2 2k n d≤ − + ，如果 2 2k n d= − + ，则

称量子码 C 为量子极大距离可分离码(量子 MDS 码) (见[4])。 
在量子纠错码中，纠缠辅助量子纠错码(简写为 EAQEC 码)扮演重要的角色。在[5]中，给出对 EAQEC

码纠缠辅助 Singleton 界，并把达到这个界的码称为纠缠辅助量子 MDS 码(简写为 EAQMDS 码)。在[6]
中，在经典 MDS 码的基础上，通过加入一个或者更多的纠缠态，构造五类新的 EAQMDS 码。在[7]中，

提出分解定义集的概念，并用这个方法分解 BCH 循环码的定义集，得到了一些好的 EAQEC 码。近年来，

负循环码经常被用来构造 EAQMDS 码。在[8] [9]中，通过分解负循环码的定义集，得到新的 EAQMDS
码。在[10] [11]中由基于负循环码扩充到基于常循环码来构造新的 EAQMDS 码。本文通过分解常循环码

的定义集构造了六类新的 EAQMDS 码。本文采用不同于[10] [11]的方法来计算纠缠态的数量 c，在同样

的长度 n 下定义集具有更一般的形式，从而可构造更多的 EAQMDS 码。 

由于 EAQMDS 码的性能优劣是通过速率
k c

n
−

来评价的，已知
( )1 11

n ck c c
n n n

δ δ− + −− + +
= = − ，

c 随着 δ 增大而增大，就其性能而言 δ 越小越好。而 EAQMDS 码的纠错能力与最小距离 d 有关，d 越

大纠错能力越强，正如在[12]中给出最小距离大于 1
2
q
+ 时，码具有较好的纠错能力。d 随着 δ 增大而

增大，因此在实际问题中 δ 尽可能大时保证 c 尽量小，我们有必要弄清楚 c 与 δ 的关系，本文将讨论

这一问题。 

2. 预备知识 

2.1. 常循环码 

令 q 为一个奇素数的方幂，设 2q
F 为具有 2q 个元素的有限域，给任意两个向量 ( )1 2, , , nX x x x= � 和

( ) 21 2, , , n
n q

Y y y y F= ∈� ，定义 Hermitian 内积为
1

,
n

q
i iH

i
X Y x y

=

= ∑ 。如果 , 0HX Y = ，则称这两个向量

Hermitian 正交。 2
n

q
F 为 2q

F 上的 n 维向量空间，一个参数为 [ ] 2, , qn k d 的线性码 C 是指 2
n

q
F 空间中最小距离

为 d的 k维子空间。定义线性码的Hermitian对偶码为 { }2 , 0,H n
Hq

C X F X Y Y C⊥ = ∈ = ∀ ∈ ，如果 HC C⊥⊆ ，

则 C 称为 Hermitian 自正交码。 
设 ( ), 1n q = 。对于 2

*
q

Fη ∈ ，如果 ( )0 1 1, , , nc c c C− ∈� ，有 ( )1 0 2, , ,n nc c c Cη − − ∈� ，称线性码 C 为η -常

循环码。一个码字 ( )0 1 1, , , nc c c c −= � 也可以用一个多项式 ( ) 1
0 1 1

n
nc x c c c x −
−= + + +� 表示。因此每个η -常

循环码都是商环 [ ]2
n

q
F x x η－ 的一个主理想，即 ( )C g x= ，其中 ( ) | ng x x η− ，且 ( )g x 是首 1 多项

式。假设 2
*

q
Fω∈ 是 rn 次本原单位根且 nω η= ，令 rζ ω= ，则ζ 是一个 n 次本原单位根。那么就有 

( )1 1
0 .nn n n jr

jx x xη ω ω− +
=

− = − = −∏  
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令 { }1 0 1jr j nΩ = + ≤ ≤ − 。对于 j∀ ∈Ω，设C是η -常循环码，且 ( )C g x= ，称 ( ){ }0jZ j g ω= ∈Ω =

为 C 的定义集，因而 ( ){ }modHZ j qj rn Z⊥ = ∈Ω − ∉ 为 HC⊥ 的定义集。称 ( ){ }2 modi
jC jq rn i Z= ∈ 为 j 模

rn 的 2q -分圆陪集。 
引理 2.1 [13] 设 ( )C g x= 是一个在 2q

F 上，长度为 n的η -常循环码，其中η是一个 r次本原单位根。

如果 ( )g x 的根为{ }1
1 1 2rj j j j dω + ≤ ≤ + − ，那么 C 的极小距离至少为 d。 

引理 2.2 [14] 设 2q
Fη ∗∈ 和 ( )ord rη = ，其中 1r q + 。C 是一个在 2q

F 上，长度为 n 的η -常循环码，其

定义集为 Z ⊆ Ω，那么 HC C⊥ ⊆ 当且仅当 ( )Z qZ− = ∅∩ ，其中 ( ){ }modqZ qz rn z Z− = − ∈ 。 

2.2. 纠缠辅助量子码 

引理 2.3 [15] 如果在有限域 qF 上存在一个参数为 [ ], ,n k d 的线性码C，则有 Singleton界： 1k n d≤ − + 。

当达到 Singleton 界，即 1k n d= − + ，则称 C 为 MDS 码。 
令H为C的 ( )n k n− × 的校验矩阵，则 HC⊥ 有 ( )n n k× − 的生成矩阵 H ∗ ，其中 H ∗ 为H的共轭转置矩阵。 
引理 2.4 [16] 如果 C 为有限域 qF 上参数为 [ ], ,n k d 的线性码，H 为 C 的校验矩阵，则存在参数为

� �, 2 , ; qn k n c d c− + 的 EAQEC 码，其中 ( )c rank HH ∗= 。 

引理 2.5 [5] C 为有限域 qF 上带参数为 [ ], , ;
q

n k d c   的 EAQEC 码，如果 ( )2 2d n≤ + ，则 C 满足纠缠

辅助 Singleton 界： ( )2 1n c k d+ − ≥ − 。如果对于 ( )2 2d n≤ + ，C 满足 ( )2 1n c k d+ − = − ，则 C 称为

EAQMDS 码。 
定义 2.6 [8] 设 2q

Fη ∗∈ 和 ( )ord rη = ，其中 1r q + 。C 是一个在 2q
F 上，长度为的 n 的η -常循环码，

其定义集为 Z。假设 ( )1 2 1, \Z Z qZ Z Z Z= − =∩ ，其中 ( ){ }modqZ qz rn z Z− = − ∈ 。则 1 2Z Z Z= ∪ 称为 C

的定义集的分解。 
引理 2.7 [8] C 是一个在 2q

F 上，长度为的 n 的η -常循环码，其定义集为 Z，且 1 2Z Z Z= ∪ 为定义集 Z

的分解，则纠缠态的数量为 ( )1c Z Z qZ= = −∩ 。 

本文未指明的符号、概念参见[11]。 

3. 主要结果 

3.1. 构造长为
2 1qn
r
−

= 的 EAQMDS 码 

在本节中 q 为一个奇素数的方幂， 1r q + 。注意到
2 1qn
r
−

= ，则有 ( )2 21, 1rnrn q ord q= − = ，这意味

着每个模 rn 的 2q -分圆陪集只包含一个元素。 

定理 3.1 若 C 是一个在 2q
F 上，长度为

2 1qn
r
−

= 的η -常循环码，它的定义集为 10 rjj
Z Cδ

+=
=∪ ，则能

找到所有长度为 n 的 EAQMDS 码，它的参数为 ( ) ( ) ( ), 2 1 , 2;
q

n n c cδ δ δ δ− + + +� �� � 。
 

证明 由于 1Z δ= + 则从引理 2.1 和引理 2.3 可知 C 是一个参数为 ( ) 2, 1 , 2
q

n n δ δ− + +   MDS 码。根

据引理 2.7 

( ) ( ) ( )( ){ }
( ) ( )

, 1 1 mod ,0 ,

1, mod ,0 , .

c Z qZ j k rj q rk rn j k

qj k j qk n j k
r

δ

δ

= − = + ≡ − + ≤ ≤

+ = + ≡ − ≤ ≤ 
 

∩
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这表明 c 与δ 的取值范围有关。由引理 2.4 存在参数为 ( ) ( ) ( ), 2 1 , 2;
q

n n c cδ δ δ δ− + + +� �� � 的 EAQMDS

码。为了找到 c 关于δ 的对应关系，讨论同余方程 ( )1 modqj qk n
r
+

+ ≡ − 的解，注意到 

{ }1 0 1jr j nΩ = + ≤ ≤ − ，因此可假定 0 , 1j k n≤ ≤ − 。这样 

( )1 modqj qk n
r
+

+ ≡ − 有整数解 ( ),j k
 

⇔ 对 l Z∈ 来说，
1qnl j qk

r
+

− = + 有整数解 ( ),j k 。 

由 0 , 1j k n≤ ≤ − ，当 1r ≠ 时，可得1 l q≤ ≤ 。在取定 l 后把
1qnl

r
+

− 表示成 j qk+ 这种形式，其中 ( ),j k

的取法是多样的，例如： 

( ) ( ) ( )( )2 1 1 1 11 1 .
l q l q l qq qj qk nl x q xq

r r r r r

− + + + + +
+ = − = − = − + − 

 
 

令 ( ) ( )( ) ( )
,

1 1 1
max , max ,l x

l q l q
b j k xq x

r r
+ + + 

= = − − 
 

，得到所有的 ,l xb ，只要给定 r，就可以把 ,l xb 从

小到大排列。依次记为 1 2 3, , ,b b b �。若 ib 对应的 ,l xb 有 ic 个，则当 10 1bδ≤ ≤ − 时， ( ) 0c δ = ；当 1 2 1b bδ≤ ≤ −

时， ( ) 1c cδ = ；�；当 1 1i ib bδ +≤ ≤ − 时， ( ) 1 2 ic c c cδ = + + +� 。接下来计算所有的 ,l xb 。 

当 ( )1l t t q= ≤ ≤ 时，有
( ) ( )( )2 1 1 11 1 t q t qq qt x q xq

r r r r
+ + + − +

− = − + − 
 

，因为 0 , 1j k n≤ ≤ − ，则 

( )1
0 1

t q
x n

r
+

≤ − ≤ − ，
( )( )1 1

0 1
t q

xq n
r

+ +
≤ − ≤ −  

即当 1t > 时

 ( )( ) ( )( )21 1 1 1 1
.

t q q r t q
x

rq rq
 + + − − + + + 

≤ ≤   
    

 

当
( )( ) ( )1 1 1t q t q

xq x
r r

+ + +
− ≥ − 即

2 1tx
r
+ ≥   

时，
( )( )

,

1 1
t x

t q
b xq

r
+ +

= − ，否则
( )

,

1
t x

t q
b x

r
+

= − 。

得到所有的 ,t xb 如下：
 

( )( )
( ) ( )( ) ( )

2 11 1 , 1,

1 1 1 1 2 1, , 1tt q tt rrq

t q t q t q tb b
r rq r r++ +   −     

+ + + +   +  = − = − −       
�  

( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
2

2

2 1 1 1 1, ,

1 1 1 1 1 1 12 1 , , .t q r t qt tr rq

t q q r t q t qtb q b q
r r rq r+   − − + + +

       

 + + − − + + + + ++ = − = −      
�  

取 1l = ，得到所有的 1,xb ： 

( ) ( ) ( )
13 3 1,1, 1, 1

2 1 2 1 2 13 3 1, 1 , , .q
rr r

q q qqb q b q b q
r r r r r r+   +      

+ + +  +   = − = + − = −        
�  

取 2l = ，得到所有的 2,xb ： 

( )
( ) ( ) ( )

53 1 2, 12,

2 1 3 1 2 1 5, , 1q
rr

q q q
b b

r r r r+   −     

+ + +    = − = − −       
�  
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( )
( )

( ) ( )
2

2

5 1 3 12, 2,

3 1 1 3 1 3 15 , , .
q r q

r rq

q q r q q
b q b q

r r rq r   − − + +
       

 + − − + + +  = − = −         
�  

�  
取 l q= ，得到所有的 ,q xb ： 

( )
( )

( ) ( )
1 2 1, 1 , 1

1 1 2 11 1 1, , 1 .q qq qr r

q q q q qqb n b
r r r r+ ++ −

+ + + + = − + = − = − −  
   

�  

注意当 1r = 时，同理可计算所有的 ,l xb 。综上若 C 的定义集为 10 rjj
Z Cδ

+=
=∪ ，当 1 1i ib bδ +≤ ≤ − 时，

则存在参数为 ( ) 1 1, 2 1 , 2;i i q
n n c c c cδ δ− + + + + + + +� �� �� � 的 EAQMDS 码。 

推论 3.2 1) 若 C 是一个在 2q
F 上，长度为 2 1n q= − 的η -常循环码，它的定义集为 10 jj

Z Cδ
+=

=∪ ，则

存在参数为 ( ) ( ) ( ), 2 1 , 2;
q

n n c cδ δ δ δ− + + +� �� � EAQMDS 码。当 0 3qδ≤ ≤ − 时， ( ) 0c δ = ，得 HC C⊥ ⊆ ；

当 2 2 4q qδ− ≤ ≤ − 时， ( ) 1c δ = ；当 2 3qδ = − 时， ( ) 2c δ = ；当 2 2 3 5q qδ− ≤ ≤ − 时， ( ) 4c δ = ；当

3 4qδ = − 时， ( ) 5c δ = ；当 3 3qδ = − 时， ( ) 7c δ = ；当 3 2 4 6q qδ− ≤ ≤ − 时， ( ) 9c δ = 。 

2) 若 C 是一个在 2q
F 上，长度为

2 1
2

qn −
= 的η -常循环码，它的定义集为 1 20 jj

Z Cδ
+=

=∪ ，则存在参

数为 ( ) ( ) ( ), 2 1 , 2;
q

n n c cδ δ δ δ− + + +� �� � EAQMDS 码。当 0 2qδ≤ ≤ − 时， ( ) 0c δ = ，得 HC C⊥ ⊆ ；当

3 51
2

qq δ −
− ≤ ≤ 时， ( ) 2c δ = ；当

3 3 2 3
2

q qδ−
≤ ≤ − 时， ( ) 4c δ = ；当 2 2qδ = − 时， ( ) 6c δ = ；当

5 72 1
2

qq δ −
− ≤ ≤ 时， ( ) 8c δ = 。 

证明 我们只证明 1)，2)的证明是类似的。在定理 3.1 中，取定 1r = ，所有的 ,l xb 取值如下： 
当 1l = 时， ( )2,2 2,3 2,4 2,5 2, , 1 2.q q q q q q q− − − − − − −�  
当 2l = 时， ( )2 2,2 3,3 3,4 3,5 3, , 1 3.q q q q q q q− − − − − − −�  
当 3l = 时， ( )3 2,3 3,3 4,4 4,5 4, , 1 4.q q q q q q q− − − − − − −�  
当 4l = 时， ( )4 2,4 3,4 4,4 5,5 5, , 1 5.q q q q q q q− − − − − − −�  
�

 当 l t= 时， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2, 3, 4, 5, , , 1 , 1 1 , , 1 1 .tq tq tq tq tq t tq t t q t q q t− − − − − − + + − + − − +� �  
�

 当 1l q= + 时， ( ) ( )1 2 1.q q q n+ − − = −

 现在把 ,l xb 从小到大排列出来，这里只排列出前面部分，有 

1 1 2 2 3 3

4 4 5 5 6 6

2, 1; 2 3, 1; 2 2, 2;
3 4, 1; 3 3, 2; 3 2, 2.

b q c b q c b q c
b q c b q c b q c
= − = = − = = − =

= − = = − = = − =
 

根据定理 3.1 即可得出结论。 

推论 3.3 1) 若 C 是一个在 2q
F 上，长度为

2 1qn
r
−

= 的η -常循环码，其中 1r q + 且 3r ≥ ，r 是一个奇数。

令
12 1, qr m

r
λ +

= + = 。C 的定义集为 10 rjj
Z Cδ

+=
=∪ ，则存在参数为 ( ) ( ) ( ), 2 1 , 2;

q
n n c cδ δ δ δ− + + +� �� � 的

EAQMDS 码。当0 2mδ λ≤ ≤ − 时， ( ) 0c δ = ，得 HC C⊥ ⊆ ；当 ( )1 1 2m mλ δ λ− ≤ ≤ + − 时， ( ) 1c δ = ；当

( ) ( )1 1 2 2m mλ δ λ+ − ≤ ≤ + − 时， ( ) 3c δ = ；当 ( ) ( )2 1 3 2m mλ δ λ+ − ≤ ≤ + − 时， ( ) 5c δ = ；�；当
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( ) ( )1 1 2m t m tλ δ λ+ − ≤ ≤ + + − 时， ( ) 2 1c tδ = + ；�；当 ( )2 1 1 2m qλ δ− − ≤ ≤ − 时， ( ) 2 1c mδ = − ；当

1qδ = − 时， ( ) 2 1c mδ = + 。 

2) 若 C 是一个在 2qF 上，长度为
2 1qn
r
−

= 的η -常循环码，其中 1r q + 且 4r ≥ ，r 是一个偶数。令

2r m= 和
1q

r
λ +
= 。C 的定义集为 10 rjj

Z Cδ
+=

=∪ ，则存在参数为 ( ) ( ) ( ), 2 1 , 2;
q

n n c cδ δ δ δ− + + +� �� � 的

EAQMDS 码。当 0 2mδ λ≤ ≤ − 时， ( ) 0c δ = ，得 HC C⊥ ⊆ ；当 ( )1 1 2m mλ δ λ− ≤ ≤ + − 时， ( ) 2c δ = ；

当 ( ) ( )1 1 2 2m mλ δ λ+ − ≤ ≤ + − 时， ( ) 4c δ = ；当 ( ) ( )2 1 3 2m mλ δ λ+ − ≤ ≤ + − 时， ( ) 6c δ = ；�；当

( ) ( )1 1 2m t m tλ δ λ+ − ≤ ≤ + + − 时， ( ) ( )2 1c tδ = + ；�；当 ( )2 2 1 2m qλ δ− − ≤ ≤ − 时， ( ) 2 2c mδ = − ； 

当 1qδ = − 时， ( ) 2c mδ = 。 
证明 我们只证明 1)，同理可证明 2)。当 1qδ ≤ − 时，有 0 , 1j k q≤ ≤ − ，得到 nl j qk= + 的表示唯一，

此时相当于对 nl 做带余除法。这里设定 1qδ ≤ − ，由 0 , 1j k n≤ ≤ − 和 2 1r m= + 可得1 2 1l m≤ ≤ + 。 

当 2 1l m≤ − 时，有
( ) ( )( )2 1 1 11 1 1

l q l qq ql q q
r r r r

+ + + − +
− = − + − 

 
； 

当 2l m= 时，有
( )2 2 11 12 2 1

m qq qm q q
r r r

+ − +
− = − + − 

 
； 

当 2 1l m= + 时，有 ( ) ( )
2 1 1 12 1 1 1.q q qm q q q
r r r
− + +

+ − = − + − −  

因为 2 1r m= + ，所以 
当 l m= 时，有 

( )( ) ( )1 1 1
1

m q m q
q

r r
+ + +

− = − ， ,1
1 1m

qb m
r
+

= − ； 

当1 l m≤ < 时，有 

( )( ) ( )1 1 1
1

l q l q
q

r r
+ + +

− > − ，
( )( )

,1

1 1
l

l q
b q

r
+ +

= − ； 

当 2 1m l m< ≤ + 时，有 

( )( ) ( )1 1 1
1

l q l q
q

r r
+ + +

− < − ，
( )

,1

1
1.l

l q
b

r
+

= −  

又因为 

( )( ) ( )( )1 1 1
1

m t q m t q
q

r r
+ + − + +

− = −  

故有 

( )( ) ( )( )

( )( )
,1 1,1 1,1 ,1 ,1

1,1 2 1,1 2 ,1 2 1,1

1 11 1, 1, , 1

2 1 1
, , 1, 1, 1.

m m m m t m t

m m m

m t q m t qqb m b b b b
r r r

m q
b b b q b q

r

− + − +

− +

+ + + ++
= − = = − = = −

− +
= = − = − = −

�

�  

将它们从小到大排列出来： 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 2 3 3

1 1 1 1

1, 1; 1 1, 2; 2 1, 2; ;

1, 2; ; 2 1 1, 2; 1, 2.t t m m m m

b m c b m c b m c

b m t c b m c b q c

λ λ λ

λ λ+ + + +

= − = = + − = = + − =

= + − = = − − = = − =

�

�
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根据定理 3.1 即可得出结论。 

3.2. 构造长为
qn

2 1
10
+

= ，其中 ( )q 7 mod10≡ 与长为
qn

2 1
34
+

= ，其中 ( )q 21 mod34≡ 的 
EAQMDS 码

 
在本节中 q 为一个奇素数的方幂， 1r q + 。注意到

2 1
10

qn +
= 或者

2 1
34

qn +
= ，则有 ( )2 2rnord q = 。令

2 1
2

qs +
= 则模 rn 的 2q -分圆陪集分别是 { } { }, ,s s rjC s C s rj s rj−= = − + ，其中

11
2

nj −
≤ ≤ 。 

引理 3.4 令
2 1
2

qs +
= ，当 n s 时，有 

( ),j k 是 ( )( )mods rj q s rk rn− ≡ − − 的解⇔ ( ),k j 是 ( )( )mods rj q s rk rn− ≡ − + 的解。 
证明 要证 ( ),j k 是 ( )( )mods rj q s rk rn− ≡ − − 的解⇔ ( ),k j 是 ( )( )mods rj q s rk rn− ≡ − + 的解，即证

( ),j k 是 ( )0 modj qk n+ ≡ 的解⇔ ( ),k j 是 ( )0 modj qk n− ≡ 的解。 
先证必要性，由 ( ),j k 是 ( )0 modj qk n+ ≡ 的解，有 

( ) ( ) ( )2 2 1 0 modq j qk qj q k qj k q k k qj n− + = − − = − + − + = − ≡  

即 

( )0 modk qj n− ≡  
得 ( ),k j 是 ( )0 modj qk n− ≡ 的解。同理可证充分性。 

引理 3.5 
2 1
2

qs +
= ，当 n s 时，则 ( ),j k 是 ( )1 1 mod

2 2
n ns r j q s r k rn−  −    − − ≡ − − −    

    
的解⇔ ( ),k j

是 ( )1 1 mod
2 2

n ns r j q s r k rn−  −    − − ≡ − + −    
    

的解。 

证明 只需证 ( ),j k 是 ( )1 0 mod
2

qj qk n+
+ − ≡ 的解⇔ ( ),k j 是 ( )1 0 mod

2
qj qk n−

− + ≡ 的解。 

先证必要性，由 ( ),j k 是 ( )1 0 mod
2

qj qk n+
+ − ≡ 的解，有 

( ) ( )
2 2

2 21 1 1 11 0 mod
2 2 2 2

q q q q q qq j qk qj q k qj k q k k qj n+ + + + − − − + − = − − + = − + − + + = − + ≡ 
 

 

即 

( )1 0 mod
2

qk qj n−
− + ≡  

得 ( ),k j 是 ( )1 0 mod
2

qj qk n−
− + ≡ 的解。同理可证充分性。 

定理 3.6 q 为一个奇素数的方幂，且 ( )7 mod10 , 7q q≡ > ，若 C 是一个在 2q
F 上，长度为

2 1
10

qn +
= 的

η -常循环码，它的定义集为
0 s rjj

Z Cδ
−=

=∪ ，则存在参数为 ( ) ( ) ( ), 2 2 1 ,2 2;
q

n n c cδ δ δ δ− + + +� �� � 的

EAQMDS 码。 

当
3 10 1

10
qδ −

≤ ≤ − 时， ( ) 1c δ = ；当
3 1 4 2 1

10 10
q qδ− +

≤ ≤ − 时， ( ) 5c δ = ； 

当
4 2 5 5 1

10 10
q qδ+ +

≤ ≤ − 时， ( ) 9c δ = ；当
5 5 6 2 1

10 10
q qδ+ −

≤ ≤ − 时， ( ) 13c δ = ； 
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当
6 2 7 1 1

10 10
q qδ− +

≤ ≤ − 时， ( ) 17c δ = ；当
7 1 8 6 1

10 10
q qδ+ −

≤ ≤ − 时， ( ) 21c δ = ； 

当
8 6 8 4 1

10 10
q qδ− +

≤ ≤ − 时， ( ) 25c δ = ；当
8 4 9 3

10 10
q qδ+ −

≤ ≤ 时， ( ) 29c δ = ； 

当
9 3 9 7 1

10 10
q qδ− +

≤ ≤ − 时， ( ) 33c δ = 。 

证明 由于 2 1Z δ= + 则从引理 2.1和引理 2.3得C是一个带参数为 ( ) 2, 2 1 ,2 2
q

n n δ δ− + +   MDS码。

由引理 2.4 得存在参数为 ( ) ( ) ( ), 2 2 1 ,2 2;
q

n n c cδ δ δ δ− + + +� �� � 的 EAQMDS 码。当 1qδ ≤ − 时，有

0 , 1j k q≤ ≤ − ，得到 nl j qk= + 的表示唯一，此时相当于对 nl 做带余除法。设定 1qδ ≤ − ，由于

( )mods qs rn≡ − ，根据引理 2.7 

( )

( ) ( )( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

, mod ,1 , 1 1

2 , 0 mod ,1 , 1

2 , 0 mod ,1 , 1 1.

c Z qZ

j k s rj q s rk rn j k q

j k j qk n j k q

j k j qk n j k q

= −

= ± ≡ − ± ≤ ≤ − +

= + ≡ ≤ ≤ −

+ − ≡ ≤ ≤ − +

∩

 

又因为 

( )0 modj qk n+ ≡ 有整数解 ( ),j k ，其中1 , 1,j k q≤ ≤ −
 ⇔ 对1 9,l l Z≤ ≤ ∈ 来说， nl j qk= + 有整数解 ( ),j k ，其中1 , 1j k q≤ ≤ − 。 

( )0 modj qk n− ≡ 有整数解 ( ),j k ，其中1 , 1,j k q≤ ≤ −
 ⇔ 对 9 1,l l Z− ≤ ≤ − ∈ 来说， nl j qk= − 有整数解 ( ),j k ，其中1 , 1j k q≤ ≤ − 。 

取定 l 后把 nl 表示成 j qk+ 这种形式，令 ( ),1 max ,lb j k= 。 

当 1l = 时，有
2 1 7 7 1
10 10 10

q q qq+ − + = + 
 

， 1,1
7 1

10
qb +

= ； 

当 2l = 时，有
( )2 2 71 4 22 1

10 10 10
qq qq
− + +

= + + 
 

， 2,1
4 2

10
qb +

= ； 

当 3l = 时，有
( )2 3 71 33 2

10 10 10
qq qq
− + +

= + + 
 

， 3,1
3 1

10
qb −

= ； 

当 4l = 时，有
( )2 4 71 8 44 2

10 10 10
qq qq
− + +

= + + 
 

， 4,1
8 4

10
qb +

= ； 

当 5l = 时，有
( )2 5 71 5 55 3

10 10 10
qq qq
− + +

= + + 
 

， 5,1
5 5

10
qb +

= ； 

当 6l = 时，有
( )2 6 71 2 66 4

10 10 10
qq qq
− + +

= + + 
 

， 6,1
6 2

10
qb −

= ； 

当 7l = 时，有
( )2 7 71 9 77 4

10 10 10
qq qq
− + +

= + + 
 

， 7,1
9 7

10
qb +

= ； 

当 8l = 时，有
( )2 8 71 6 88 5

10 10 10
qq qq
− + +

= + + 
 

， 8,1
8 6

10
qb −

= ； 

当 9l = 时，有
( )2 9 71 3 99 6

10 10 10
qq qq
− + +

= + + 
 

， 9,1
9 3

10
qb −

= ； 
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对1 9,l l Z≤ ≤ ∈ ，将 ( ),1 max ,lb j k= 从小到大排列，依次记为 1 2 3 9, , , ,b b b b� 。得 

1
3 1

10
qb −

= ， 2
4 2

10
qb +

= ， 3
5 5

10
qb +

= ， 4
6 2

10
qb −

= ， 5
7 1

10
qb +

= ， 

6
8 6

10
qb −

= ， 7
8 4

10
qb +

= ， 8
9 3

10
qb −

= ， 9
9 7 .

10
qb +

=  

由引理 3.4得 ( ),j k 是 ( )0 modj qk n+ ≡ 的解⇔ ( ),k j 是 ( )0 modj qk n− ≡ 的解。对 9 1,l l Z− ≤ ≤ − ∈ ，

nl j qk= − ，令 ( ),1 max ,lb j k= ，将 ,1lb 从小到大排列，顺序依然为 1 2 3 9, , , ,b b b b� 。令 0 0b = ，综上，对

0 8,i i Z≤ ≤ ∈ ，当 1 1i ib bδ +≤ ≤ − 时， ( ) 4 1c iδ = + 。 

定理 3.7 q 为一个奇素数的方幂，且 ( )7 mod10 , 7q q≡ > ，若 C 是一个在 2q
F 上，长度为

2 1
10

qn +
= 的

η -常循环码，它的定义集为 10
2

nj s r j
Z Cδ

− = − − 
 

=∪ ，则存在参数为 ( ) ( ) ( ), 2 2 1 ,2 2;
q

n n c cδ δ δ δ− + + +� �� � 的

EAQMDS 码。 

当
2 60 1

10
qδ +

≤ ≤ − 时， ( ) 0c δ = ；当
2 6 4 2 1

10 10
q qδ+ +

≤ ≤ − 时， ( ) 4c δ = ； 

当
4 2 5 5 1

10 10
q qδ+ +

≤ ≤ − 时， ( ) 8c δ = ；当
5 5 6 8 1

10 10
q qδ+ +

≤ ≤ − 时， ( ) 16c δ = ； 

当
6 8 7 1 1

10 10
q qδ+ +

≤ ≤ − 时， ( ) 20c δ = ；当
7 1 7 11 1

10 10
q qδ+ +

≤ ≤ − 时， ( ) 24c δ = ； 

当
7 11 8 4 1

10 10
q qδ+ +

≤ ≤ − 时， ( ) 28c δ = ；当
8 4 9 3 1

10 10
q qδ+ −

≤ ≤ − 时， ( ) 32c δ = ； 

当
9 3 9 7 1

10 10
q qδ− +

≤ ≤ − 时， ( ) 36c δ = 。 

证明 由于 2 1Z δ= + 则从引理 2.1 和引理 2.3 得 C 是参数为 ( ) 2, 2 1 ,2 2
q

n n δ δ− + +   的 MDS 码。由引

理 2.4得存在参数为 ( ) ( ) ( ), 2 2 1 ,2 2;
q

n n c cδ δ δ δ− + + +� �� � 的EAQMDS码。当 1qδ ≤ − 时，有0 , 1j k q≤ ≤ − ，

得到 nl j qk= + 的表示是唯一的，此时相当于对 nl 做带余除法。我们设定 1qδ ≤ − ，由引理 2.7，有 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1, ( ) ( mod ,0 , 1
2 2

12 , 0 mod ,0 , 1
2

12 , 0 mod ,0 , 1 .
2

c Z qZ

n nj k s r j q s r k rn j k q

qj k j qk n j k q

qj k j qk n j k q

= −

 − −  = ± − ≡ − ± − ≤ ≤ −  
  

+ = + − ≡ ≤ ≤ − 
 

− + − + ≡ ≤ ≤ − 
 

∩

 

而我们知道 

( )1 0 mod
2

qj qk n+
+ − ≡ 有整数解 ( ),j k ，其中 0 , 1,j k q≤ ≤ −

 
⇔ 对 0 9,l l Z≤ ≤ ∈ 来说，

1
2

qnl j qk+
+ = + 有整数解 ( ),j k ，其中 0 , 1j k q≤ ≤ − 。 

( )1 0 mod
2

qj qk n−
− + ≡ 有整数解 ( ),j k ，其中 0 , 1,j k q≤ ≤ −

 
⇔ 对 9 0,l l Z− ≤ ≤ ∈ 来说，

1
2

qnl j qk−
− = − 有整数解 ( ),j k ，其中 0 , 1j k q≤ ≤ − 。 
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取定 l 后把
1

2
qnl +

+ 表示成 j qk+ 这种形式，令 ( ),1 max ,lb j k= 。对 0 9,l l Z≤ ≤ ∈ ，将 ,1lb 从小到大排

列，依次记为 0 1 2 3 9, , , , ,b b b b b� 。得 

0
2 6

10
qb +

= ， 1
4 2

10
qb +

= ， 2
5 5

10
qb +

= ， 3
5 5

10
qb +

= ， 4
6 8

10
qb +

= ， 

5
7 1

10
qb +

= ， 6
7 11

10
qb +

= ， 7
8 4

10
qb +

= ， 8
9 3

10
qb −

= ， 9
9 7

10
qb +

= 。 

由引理 3.5 得 ( )1 0 mod
2

qj qk n+
+ − ≡ 有解 ( ),j k ⇔ ( )1 0 mod

2
qj qk n−

− + ≡ 有解 ( ),k j 。对 

9 1,l l Z− ≤ ≤ − ∈ ， nl j qk= − ，令 ( ),1 max ,lb j k= 。将 ,1lb 从小到大排列，顺序依然为 0 1 2 3 9, , , , ,b b b b b� 。

综上即可得出结论。 

定理 3.8 q 为一个奇素数的方幂，且 ( )21 mod34 , 21q q≡ > ，若 C 是一个在 2q
F 上，长度为

2 1
34

qn +
=

的η -常循环码，它的定义集为
0 s rjj

Z Cδ
−=

=∪ ，则存在参数为 ( ) ( ) ( ), 2 2 1 ,2 2;
q

n n c cδ δ δ δ− + + +� �� � 的

EAQMDS 码。有
 

0 0b = ，     1
5 3

34
qb −

= ， 2
8 2

34
qb +

= ， 3
10 6

34
qb −

= ， 4
11 7

34
qb +

= ，
 

5
13 1

34
qb −

= ， 6
14 12

34
qb +

= ， 7
15 9

34
qb −

= ， 8
16 4

34
qb +

= ， 9
17 17

34
qb +

= ，
 

10
18 4

34
qb −

= ， 11
19 9

34
qb +

= ， 12
20 12

34
qb −

= ， 13
21 1

34
qb +

= ， 14
22 20

34
qb −

= ，
 

15
22 14

34
qb +

= ， 16
23 7

34
qb −

= ， 17
24 6

34
qb +

= ， 18
25 15

34
qb −

= ， 19
25 19

34
qb +

= ，
 

20
26 2

34
qb −

= ， 21
27 23

34
qb −

= ， 22
27 11

34
qb +

= ， 23
28 10

34
qb −

= ， 24
28 24

34
qb +

= ，
 

25
29 3

34
qb +

= ， 26
30 18

34
qb −

= ， 27
30 16

34
qb +

= ， 28
31 5

34
qb −

= ， 29
31 29

34
qb +

= ，
 

30
32 26

34
qb −

= ， 31
32 8

34
qb +

= ， 32
33 13

34
qb −

= ， 33
33 21

34
qb +

= ， 34b q=
 

对 0 33,i i Z≤ ≤ ∈ ，当 1 1i ib bδ +≤ ≤ − 时， ( ) 4 1c iδ = + 。 
证明 证明过程与定理 3.6 类似，此处省略。 
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