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Abstract 
A vertical tetrahedron consisting of four orthogonal sphere centers from one sphere to four 
spheres has 15 projective spheres of four points, six lines, four planes and one body. The 105 
spacing between these 15 projective spheres can be calculated by the distance formula of two 
coordinates. It can also get rid of coordinates and calculate directly by using the formula of center 
of projective sphere spacing. It is also proved that the distance between the homomorphic center 
of gravity and the vertical center is the square variance of the radius of two spheres. 
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摘  要 

1球至4球正交球心构成的垂心四面体，存在4点、6线、4面、1体15个垂心球，这15个垂心球间的105
个间距，除了可用2点坐标的距离公式计算外；还可以摆脱坐标直接利用垂心球间距公式计算。并且证

明了同态重心与垂心间距为2球半径的平方差。 
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1. 引言 

4 球正交，球心间的垂心四面体构成的 4 个球心点(球)、6 个两球间连线(勾股定理)、4 个 3 球心所围

面(面积勾股定理[1])、1 个 4 球心所围体(四维体积勾股定理[2])均有各自的垂心。那么这 15 个垂心间的

间距除了用 2 点坐标的距离公式计算外，是否能摆脱坐标，直接用垂心球距离公式计算呢？垂心球与重

心球[3]间关系如何？ 

2. 垂心球球心间存在间距公式的证明 

4 球正交，根据勾股 4 态[3]，以及垂心四面体垂心的性质[4]共有 15 点垂心球球心(4 点与球心共点、

6 点为 2 球心间连线的射影点、4 点为 3 球心所围面的垂心、1 点 4 球心所围体的垂心)，15 个垂心球间

距数量根据等差求和公式为： 

( ) ( )1 14 14 1
,1 2 13 14 105

2 2n

n n
S

+ +
= + + + + = =�  

共有 105 个间距，这 105 个间距可摆脱坐标，直接用同构的垂心球球心间距公式计算： 

2.1. 3 个公式(2 点垂心距离；同态重心与垂心间距；垂心球半径) 

2.1.1. 正交 4 球间 15 点垂心任意 2 点距离公式 
定义：正交 4 球心间勾股 4 态存在 15 点垂心，任意 2 垂心间距的平方，等于 2 垂心球半径的平方和

与 2 倍的 2 垂心球的平方积与 2 垂心球交集垂心球平方的倒数积之差。其公式为： 

( ) 12 2 2 2 2 22
i j i j i ji j H H H H H HH H r r r r r

−
= + − ∩                             (1) 

(这里：
2

i jH H 为 15 点中任意 2 点垂心距离的平方， 2 2
i jH Hr r+ 为 2 垂心球的平方和， ( ) 1

2
i jH Hr

−

∩ 为交集垂

心球的平方的倒数；下标：H 为垂心， , , , , ,i j A B C D∈ � ) 

2.1.2. 正交 4 球间 15 组垂心与重心的间距公式 
定义：正交 4 球心间勾股 4 态存在 15 点垂心和 15 个重心，同态的 15 组垂心与重心的间距为：相对

应的重心球半径[5]与垂心球半径的平方差。其公式为： 
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2 2 2 
i ii i G HG H r r= −                                     (2) 

(这里：
2 i iG H 为同态 15 组重心与垂心间任意一组间距的平方； 2 2

i iG Hr r− 为同态重心球半径与垂心球半径

的平方差，下标：G 为重心、H 为垂心， , , , ,i A B C D∈ � ) 

2.1.3. 一至四维同构的垂心球半径平方公式 
定义：一至四维垂心球的平方等于并集球球心间无系数的场方程[3]的倒数与并集一维球半径平方积。

其公式为： 

( )

1

2 2 2 2 2
2 3 4 1

2 2 2 2 2
1 3 4 2

2 2 2 2 2 2
1 2 4 3

2 2 2 2 2
1 2 3 4

2 2 2 2 2
1 2 3 4

0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

i

n

n
n

H n

n

n

r r r r r

r r r r r

r r r r r r

r r r r r

r r r r r

−

= −

� �

� �

� �

� �

� �

� � � � � � � � � � � � � �

� �

             (3) 

这里下标 , , , ,i A B C D∈ �；1 ,2 ,3 ,4 ,A B C D∈ ∈ ∈ ∈ �；上标 1,2,3,4,n = �。 
例： 

• 4 个一维垂心球： 

( )
1

12 2
2

0 1 1 0
1

1 0 0HAr a
a

−

= − =  

因球心与垂心共点，4 个一维垂心球平方分别为： 2 2 2 2, , ,a b c d ； 
• 6 个二维垂心球： 

( )

1

2 2
22 2 2

2 2
2 2

0 1 1 1 0 0
1 1 0 0 0

1 0 0 0
HAB

a br b a
a b

a b

−

= − =
+

 

6 个二维垂心至两端相关球面距离的乘积为：
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2, , , , ,a b a c b c a d b d c d
a b a c b c a d b d c d+ + + + + +

 

• 4 个三维垂心球： 

( )

1

2 2 2 2 2 2
32

2 2 2 2

2 2 2

0 1 1 1 1 0 0 0
1 0 0 0 0

1
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0

HABC
ABC

b c a a b cr
a c b s
a b c

−

= − =  

4 个三维垂心至 3 球面 2 交点距离的乘积为：
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2, , ,
ABC ABD ACD BCD

a b c a b d a c d b c d
s s s s

， 

这里： 2 2 2 2 2 2 2
ABCs a b a c b c= + + ， 2 2 2 2 2 2 2

ABDs a b a d b d= + + ， 
2 2 2 2 2 2 2
ACDs a c a d c d= + + ， 2 2 2 2 2 2 2

BCDs b c b d c d= + +  (下同) 
• 1 个四维垂心球， 
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( )

1

2 2 2 2
2 2 2 2

42 2 2 2 2
2

2 2 2 2

2 2 2 2

0 1 1 1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

H

b c d a
a b c dr a c d b

v
a b d c
a b c d

−

= − =  

这里： 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2v a b c a b d a c d b c d= + + +  (下同) 

其四维垂心至 4 组 3 球面 2 交点距离距离的乘积为：
2 2 2 2

2
2H

a b c dr
v

= 。 

2.2. 在欧氏空间，建立正交 4 球间 15 点垂心，以及 8 点 3 球面交点，共 23 点坐标 

建立坐标的目的，主要用于验证公式(1)，最终达到摆脱坐标，用垂心球公式计算垂心间距。 

2.2.1. 设 15 点垂心以及 8 点 3 球面交点坐标及垂心球半径符号 
所设：一至三维垂心坐标(除了 H 外)见图 1，以及垂心球半径见表 1。 

 

 
Figure 1. Symbolic expansion of point, line and surface projective 
coordinates 
图 1. 点、线、面 3 态垂心坐标符号展开图 

2.2.2. 计算 15 点垂心坐标和 8 点球面交点坐标 
• 4 点一维球垂心坐标，因球的球心与垂心共点。4 球心即 4 垂心 , , ,A B C D 坐标。详见表 1。 
• 6 点二维线垂心坐标计算： 

例：计算 ABH 坐标。 
建立 ,A B 球心 2 点直线参数方程为： 

0 0
0 0 0 0
x a y z t

a b
− − −

= = =
− − −

， ( ), ,
0

AB

x a at
H x y z y bt

z t

= −
⇒ =
 =
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Table 1. 15-Point projective coordinates and the square of radius of projective sphere 
表 1. 15 点垂心坐标和对映的垂心球半径的平方 

序 子集态 坐标符号 分坐标 X 分坐标 Y 分坐标 Z 维数 垂心球半径符号 垂心球半径平方 

1 点 A a 0 0 1 Ar  a2 

2 点 B 0 b 0 1 Br  b2 

3 点 C 0 0 c 1 Cr  c2 

4 点 D bct act abt 1 Dr  d2 

5 线 HAB 
2

2 2

ab
a b+

 
2

2 2

a b
a b+

 0 2 HABr  
2 2

2 2

a b
a b+

 

6 线 HAC 
2

2 2

ac
a c+

 0 
2

2 2

a c
a c+

 2 HACr  
2 2

2 2

a c
a c+

 

7 线 HBC 0 
2

2 2

bc
b c+

 
2

2 2

b c
b c+

 2 HBCr  
2 2

2 2

b c
b c+

 

8 线 HAD 2 2

avt
a d
−
+

 
3

2 2

a ct
a d+

 
3

2 2

a bt
a d+

 2 HADr  
2 2

2 2

a d
a d+

 

9 线 HBD 
3

2 2

b ct
b d+

 
2 2

bvt
b d
−
+

 
3

2 2

ab t
b d+

 2 HBDr  
2 2

2 2

b d
b d+

 

10 线 HCD 
3

2 2

bc t
c d+

 
3

2 2

ac t
c d+

 
2 2

cvt
c d
−
+

 2 HACDr  
2 2

2 2

c d
c d+

 

11 面 HABC 
2 2

2
ABC

ab c
s

 
2 2

2
ABC

a bc
s

 
2 2

2
ABC

a b c
s

 3 HABCr  
2 2 2

2  ABC

a b c
s

 

12 面 HABD 
2

2
ABD

ab vt
s

−  
2

2
ABD

a bvt
s

−  
3 3

2
ABD

a b t
s

 3 HABDr  
2 2 2

2
ABD

a b d
s

 

13 面 HACD 
2

2
ACD

ac vt
s
−  

3 3

2
ACD

a c t
s

 
2

2
ACD

a cvt
s
−  3 HACDr  

2 2 2

2
ACD

a c d
s

 

14 面 HBCD 
3 3

2
BCD

b c t
s

 
2

2
BCD

bc vt
s
−  

2

2
BCD

b cvt
s
−  3 HBCDr  

2 2 2

2
BCD

b c d
s

 

15 体 H 
2 2ab c t

v
−  

2 2a bc t
v

−  
2 2a b ct
v

−  4 Hr  
2 2 2 2

2

a b c d
v

 

表内：D 坐标在第 7 象限。
2dt

v abc
−

=
+

， 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2  6 ABCDv a b c a b d a c d b c d V= + + + = ； 2 2 2 2 2 2 2
ABCs a b a c b c= + + ； 2 2 2 2 2 2 2

ABDs a b a d b d= + + ；

2 2 2 2 2 2 2
ACDs a c a d c d= + + ; 2 2 2 2 2 2 2

BCDs b c b d c d= + + 。 

 
建立 ,A B 参数球面联立方程，求参数 t 为： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2

2 22 2 2 2

0 0 0

0 0 0

a a at bt t a at
a ba at b bt t b

 − − + − + − =   ⇒ =
+ − − + − + − =  

 

将参数 t 代入上式： 

( )

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2

2 2

, ,

0 0

AB

a abx a at a a
a b a b

a a bH x y z y b
a b a b

az
a b


= − = − = + +


= =

+ +


= =
+

⇒得坐标：
2 2

2 2 2 2, ,0AB
ab a bH

a b a b
 
 + + 
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同理：可得其它 5 点 , , , ,AC BC AD BD CDH H H H H 坐标。详见表 1； 
• 4 点三维面垂心坐标(见表 1)计算：(8 点 3 球面交点坐标见表 2) 

例：计算 ABCH 和 ,D D− + 三点坐标。 
根据 A,B,C 联立 3 球面方程可得球面 2 交点，以及 2 点间中点为该平面的垂心 ABCH 坐标： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

0 0

0 0

0 0

a x y z a

x b y z b

x y c z c

 − + − + − =
 − + − + − =


− + − + − =

 

⇒得

0
0
0

x
D y

z
−

=
= =
 =

，

2 2

2

2 2

2

2 2

2

2

2

2

ABC

ABC

ABC

ab cx
s

a bcD y
s

a b cz
s

+


=


= =


 =


，

2 2

2

2 2

2

2 2

2

ABC

ABC
ABC

ABC

ab cx
s

a bcH y
s

a b cz
s


=


= =


 =


 

式内： 2 2 2 2 2 2 2
ABCs a b a c b c= + + ； 2 2 2 2 2 2 2

ABDs a b a d b d= + + ； 
2 2 2 2 2 2 2
ACDs a c a d c d= + + ； 2 2 2 2 2 2 2

BCDs b c b d c d= + + ；下同。 

(上述 3 点与过 D 的垂线共线，近 D 点的内凹点为 D− ，远 D 点的外凸点为 D+ ，坐标
2ABC

D DH − ++
= ) 

同理可得其它 9 点 , , , , , , , ,BCD ACD ABDA A H B B H C C H− + − + − + 坐标。详见表 1。 
• 球心构成的垂心四面体的垂心坐标计算：设：H 坐标为： ( ), ,H x y z  

建立 , BCDA H  2 点直线参数方程： 
 
Table 2. The projective spheres at the intersection point of eight spheres are all zero relative to the projective spheres at the 
intersection of three sphere centers 
表 2. 8 点 3 球面交点坐标，相对于 3 球心交平面的一至三维垂心球，球面 8 交点的垂心球均为零 

序 正交球 球面交点坐标 分坐标 x 分坐标 y 分坐标 z 垂心球 距对点 

1 ABC D−  0 0 0 0 近 

2 ABC D+  
2 22ab c t

v abc
−
−

 
2 22a bc t

v abc
−
−

 
2 22a b ct

v abc
−
−

 0 远 

3 ABD C−  
2 2ab c t

v abd
−
+

 
2 2a bc t

v abd
−
+

 ( )
( )

abc abc abd v t
d v abd

− + +
+

 0 近 

4 ABD C+  
2 2ab c t

v abd
−
−

 
2 2a bc t

v abd
−
−

 ( )
( )

abc abc abd v t
d v abd

− +
−

 0 远 

5 ACD B−  
2 2ab c t

v acd
−
+

 
( )
( )

abc abc acd v t
d v acd

− + +
+

 
2 2a b ct

v acd
−
+

 0 近 

6 ACD B+  
2 2ab c t

v acd
−
−

 
( )
( )

abc abc acd v t
d v acd

− +
−

 
2 2a b ct

v acd
−
−

 0 远 

7 BCD A−  ( )
( )

abc abc bcd v t
d v bcd

− + +
+

 
2 2a bc t

v bcd
−
+

 
2 2a b ct

v bcd
−
+

 0 近 

8 BCD A+  ( )
( )

abc abc bcd v t
d v bcd

− +
−

 
2 2a bc t

v bcd
−
−

 
2 2a b ct

v bcd
−
−

 0 远 

表内：下标：−内凹为负，+外凸为正；
2dt

v abc
−

=
+

， 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2  6 ABCDv a b c a b d a c d b c d V= + + + = 。 
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13 3 2 2

2 2 2

0 0

0 0
BCD BCD BCD

x a y z t
b c t bc vt b cvta
s s s

− − −
= = =
− −

− − −
，

3 3

12

2

12

2

12

0 0

0 0

BCD

BCD

BCD

b c tx a a t
s

bc vty t
s

b cvtz t
s

  
= + −  

 
  −⇒ = + − 

 
  − = + −   

                 (4) 

这里：
2

 
dt

v abc
= −

+
； 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2v a b c a b d a c d b c d= + + + ；下同 

建立 , ACDB H  2 点直线参数方程： 

22 3 3 2

2 2 2

0 0
 0 0

ACD ACD ACD

x y b z t
ac vt a c t a cvtb
s s s

− − −
= = =

− −
− − −

，

2

22

3 3

22

2

22

0 0

 

0 0

ACD

ACD

ACD

ac vtx t
s

a c ty b b t
s

a cvtz t
s

  −
= + −  

 
  ⇒ = + − 

 
  − = + −   

                (5) 

2 参数方程，公式(4)与公式(5)之差为公式(6)，求参数 1 2,t t 。 

3 3 2

1 22 2

2 3 3

1 22 2

2 2

1 22 2

0 0 0

 0 0 0

0 0 0 0 0

BCD ACD

BCD ACD

BCD ACD

b c t ac va a t t
s s

bc vt a c tt b b t
s s

b cvt a cvtt t
s s

     −
= + − − + −     

      


    − = + − − + −    
      

     − − = + − − + −          

 ⇒得

2 2 2

1 2

2 2 2

2 2

1

1

b c dt
v

a c dt
v


= −


 = −

             (6) 

再将求得的参数 1t 代回公式(3)； 
3 3 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

1

0 0 1

0 0 1

BCD

BCD

BCD

b c t b c d ab c tx a a
vs v

bc vt b c d a bc ty
vs v

b cvt b c d a b ctz
vs v

    −
= + − − =   

  
   − − = + − − =   

  
   − − = + − − =     

 

或将参数 2t 代回公式(5)， 
2 2 2 2 2 2

2 2

3 3 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

 0 0 1

 1

0 0 1

ACD

ACD

ACD

ac vt a c d ab c tx
vs v

a c t a c d a bc ty b b
vs v

a cvt a c d a b ctz
vs v

   − −
= + − − =   

  
    − = + − − =   

  
   − − = + − − =     
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均得相同的垂心坐标：
2 2 2 2 2 2

, ,ab c t a bc t a b ctH
v v v

 − − −
 
 

。 

2.2.3. 根据正交 4 球心勾股 4 态[3] (点、线、面、体)的垂心代数坐标及对应的垂心球半径的平方列表 
根据正交 4 球心构成的垂心四面体性质[4]，计算得出的(点、线、面、体)的 15 点垂心垂心坐标及对

映的垂心球半径平方列表 1；以及 8 点 3 球面交点坐标均为 8 原点列表 2 如下。 

3. 验证公式(1)、公式(2) 

根据上述坐标，用 2 点坐标的距离公式验证垂心球距离公式(1)如下： 

3.1. 一维至四维垂心自身距离为零 

( ) ( ) ( )2 2 2 20 0 0 0 0AA a a= − + − + − =                        (2 点坐标距离公式) 

( ) 12 2 2 2 2 22 0AA a a a a a
−

= + − =                              (垂心球距离公式) 

( )
2 22 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 0 0 0AB AB
ab ab a b a bH H

a b a b a b a b
   

= − + − + − =   + + + +   
            (2 点坐标距离公式) 

12 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 0AB AB
a b a b a b a b a bH H

a b a b a b a b a b

−
 

= + − = 
+ + + + + 

                  (垂心球距离公式) 

2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2 0ABC ABC
ABC ABC ABC ABC ABC ABC

ab c ab c a bc a bc a b c a b cH H
s s s s s s

     
= − + − + − =     
     

       (2 点坐标距离公式) 

12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 22 0
     ABC ABC

ABC ABC ABC ABC ABC

a b c a b c a b c a b c a b cH H
s s s s s

−
 

= + − = 
 

                  (垂心球距离公式) 

2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 0ab c t ab c t a bc t a bc t a b ct a b ctHH

v v v v v v
     − − − − − −

= − + − + − =     
     

  (2 点坐标距离公式) 

12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 22 0a b c d a b c d a b c d a b c d a b c dHH
v v v v v

−
 

= + − = 
 

             (垂心球距离公式) 

3.2. 任意一维与对平面 7 点因无交集球，其倒数为零，距离的平方为 2 垂心球半径的平方和 

以 D 点与对平面 , , , , , ,AB AC BC ABCA B C H H H H 7 点距离为例： 

3.2.1. D 点与对平面 3 个一维垂心间距平方 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 20 0AD a bct act abt a d= − + − + − = +                  (2 点坐标距离公式) 

( )2 2 2 2 2 2 22 0AD a d a d a d= + − = +                              (垂心球距离公式) 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 20 0BD bct b act abt b d= − + − + − = +                  (2 点坐标距离公式) 

( )2 2 2 2 2 2 22 0BD b d b d b d= + − = +                               (垂心球距离公式) 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 20 0CD bct act c abt c d= − + − + − = +                  (2 点坐标距离公式) 

( )2 2 2 2 2 2 22 0CD c d c d c d= + − = +                               (垂心球距离公式) 
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3.2.2. D 点与对平面 3 个二维垂心间距平方 

( )
2 2 22 2

2 2
2 2 2 2 2 2

 
0 ABD

AB
sab a bDH bct act abt

a b a b a b
   

= − + − + − =   + + +   
         (2 点坐标距离公式) 

( )
22 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 2

 
2 0 ABD

AB
sa b a bDH d d

a b a b a b
= + − =

+ + +
                        (垂心球距离公式) 

( )
2 2 22 2

2 2
2 2 2 2 2 20 ACD

AC
sac a cDH bct act abt

a c a c a c
   

= − + − + − =   
+ + +   

         (2 点坐标距离公式) 

( )
22 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 22 0 ACD

AC
sa c a cDH d d

a c a c a c
= + − =

+ + +
                        (垂心球距离公式) 

( )
2 2 22 2

2 2
2 2 2 2 2 20 BCD

BC
sbc b cDH bct act abt

b c b c b c
   

= − + − + − =   
+ + +   

         (2 点坐标距离公式) 

( )
22 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 22 0 BCD

BC
sb c b cDH d d

b c b c b c
= + − =

+ + +
                        (垂心球距离公式) 

3.2.3. D 点与对平面 1 个三维垂心间距平方 
2 2 22 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2ABC
ABC ABC ABC ABC

ab c a bc a b c vDH bct act abt
s s s s

     
= − + − + − =     
     

        (2 点坐标距离公式) 

( )
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 22 0

  ABC
ABC ABC ABC

a b c a b c vDH d d
s s s

= + − =                           (垂心球距离公式) 

3.3. 任意一维与除了对平面 7 点外其它 7 点垂心距离的平方 

以 D 点与除对平面其它 7 点 , , ,, , ,AD BD CD ABD ACD BCDG G G G G G G 间距平方为： 

3.3.1. D 点与除对平面外，另 3 个二维垂心间距平方 
2 22 3 3 4

2
2 2 2 2 2 2 2 2AD

avt a ct a bt dDH bct act abt
a d a d a d a d

   − = − + − + − =    + + + +     
     (2 点坐标距离公式) 

( )
2 2 2 2 412 2 2 2

2 2 2 2 2 22AD
a d a d dDH d d d

a d a d a d
−

= + − =
+ + +

                       (垂心球距离公式) 

2 223 3 4
2

2 2 2 2 2 2 2 2BD
b ct bvt ab t dDH bct act abt

b d b d b d b d
   − = − + − + − =    + + + +    

     (2 点坐标距离公式) 

( )
2 2 2 2 412 2 2 2

2 2 2 2 2 22BD
b d b d dDH d d d

b d b d b d
−

= + − =
+ + +

                       (垂心球距离公式) 

2 2 23 3 4
2

2 2 2 2 2 2 2 2CD
bc t ac t cvt dDH bct act abt

c d c d c d c d
    − = − + − + − =     + + + +    

     (2 点坐标距离公式) 

( )
2 2 2 2 412 2 2 2

2 2 2 2 2 22CD
c d c d dDH d d d

c d c d c d
−

= + − =
+ + +

                      (垂心球距离公式) 
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3.3.2. D 点与除对平面外，另 3 个三维垂心间距平方 

( )2 2 2 2 2 42 2 3 3
2

2 2 2 2ABD
ABD ABD ABD ABD

a b dab vt a bvt a b tDH bct act abt
s s s s

+     − −
= − + − + − =     
     

    (2 点坐标距离公式) 

( ) ( )2 2 42 2 2 2 2 212 2 2 2
2 2 22ABD
ABD ABD ABD

a b da b d a b dDH d d d
s s s

− +
= + − =                     (垂心球距离公式) 

( )2 2 2 2 2 42 3 3 2
2

2 2 2 2ACD
ACD ACD ACD ACD

a c dac vt a c t a cvtDH bct act abt
s s s s

+     − −
= − + − + − =     
     

    (2 点坐标距离公式) 

( ) ( )2 2 42 2 2 2 2 212 2 2 2
2 2 22ACD
ACD ACD ACD

a c da c d a c dDH d d d
s s s

− +
= + − =                     (垂心球距离公式) 

( )2 2 2 2 2 43 3 2 2
2

2 2 2 2BCD
BCD BCD BCD BCD

b c db c t bc vt b cvtDH bct act abt
s s s s

+     − −
= − + − + − =     
     

     (2 点坐标距离公式) 

( ) ( )2 2 42 2 2 2 2 212 2 2 2
2 2 22BCD
BCD BCD BCD

b c db c d b c dDH d d d
s s s

− +
= + − =                     (垂心球距离公式) 

3.3.3. D 点与除对平面 1 个四维垂心间距平方 
2 2 2 2 42 2 2 2 2 2

2
2

ABCs dab c t a bc t a b ctDH bct act abt
v v v v

     − − −
= − + − + − =     
     

       (2 点坐标距离公式) 

( )
2 42 2 2 2 2 2 2 212 2 2 2

2 2 22 ABCs da b c d a b c dDH d d d
v v v

−
= + − =                        (垂心球距离公式) 

同理可得：A 点、B 点、C 点与其它 14 点距离(略)。 

3.4. 验证任意二维与除了 4 点一维外的 10 点距离的平方 

以 ABH 对  , , , , , , , , ,CD AC AD BC BD ABC ABD ACD BCDH H H H H H H H H H  

3.4.1. HAB点与对棱 1 个二维垂心 HCD间距平方，因交集球倒数为零，距离的平方为两球半径的平方 

ABH 与 CDH 因对棱无交集球，其距离的平方为 2 垂心球半径的平方和 

( )( )

2 2 22 3 2 3
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2

0AB CD
ab bc t a b ac t cvtH H

a b c d a b c d c d

v
a b c d

    − = − + − + −     + + + + +    

=
+ +

    (2 点坐标距离公式) 

( ) ( )( )
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 0AB CD
a b c d a b c d vH H

a b c d a b c d a b c d
= + − =

+ + + + + +
     (垂心球距离公式) 

3.4.2. HAB点与其它 4 个旁棱二维垂心间距平方 

( )
( )( )

2 2 22 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2 2

4 2 2

2 2 2 2

0 0AB AC
ab ac a b a cH H

a b a c a b a c

a b c

a b a c

     
= − + − + −     

+ + + +     

+
=

+ +

       (2 点坐标距离公式) 
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( ) ( )
( )( )

4 2 22 2 2 2 2 2 2 212 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2AB AC

a b ca b a c a b a cH H a
a b a c a b a c a b a c

− +
= + − =

+ + + + + +
    (垂心球距离公式) 

( )
( )( )

2 2 22 2 3 3
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 2 2

2 2 2 2

0AB AD
ab avt a b a ct a btH H

a b a d a b a d a d

a b d

a b a d

     −
= − + − + −     

+ + + + +     

+
=

+ +

    (2 点坐标距离公式) 

( ) ( )
( )( )

4 2 22 2 2 2 2 2 2 212 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2AB AD

a b da b a d a b a dH H a
a b a d a b a d a b a d

− +
= + − =

+ + + + + +
   (垂心球距离公式) 

( )
( )( )

2 2 22 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2 2

4 2 2

2 2 2 2

0 0AB BC
ab a b bc b cH H

a b a b b c b c

b a c

a b b c

     
= − + − + −     + + + +     

+
=

+ +

           (2 点坐标距离公式) 

( ) ( )
( )( )

4 2 22 2 2 2 2 2 2 212 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2AB BC

b a ca b b c a b b cH H b
a b b c a b b c a b b c

− +
= + − =

+ + + + + +
     (垂心球距离公式) 

( )
( )( )

2 2 22 3 2 3
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 2 2

2 2 2 2

0AB BD
ab b ct a b bvt ab tH H

a b b d a b b d b d

b a d

a b b d

     −
= − + − + −     + + + + +     

+
=

+ +

     (2 点坐标距离公式) 

( ) ( )
( )( )

4 2 22 2 2 2 2 2 2 212 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2AB BD

b a da b b d a b b dH H b
a b b d a b b d a b b d

− +
= + − =

+ + + + + +
    (垂心球距离公式) 

3.4.3. HAB点与 4 个三维垂心间距平方 

( )

2 2 22 2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2

4 4

2 2 2

0AB ABC
ABC ABC ABC

ABC

ab ab c a b a bc a b cH H
a b s a b s s

a b
a b s

     
= − + − + −     

+ +     

=
+

         (2 点坐标距离公式) 

( )
12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 4

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
  AB ABC

ABC ABC ABC

a b a b c a b a b a b c a bH H
a b s a b a b s a b s

−
 

= + − = 
+ + + + 

    (垂心球距离公式) 

( )

2 2 22 2 2 2 3 3
2

2 2 2 2 2 2 2

4 4

2 2 2

0AB ABD
ABD ABD ABD

ABD

ab ab vt a b a bvt a b tH H
a b s a b s s

a b
a b s

     − −
= − + − + −     

+ +     

=
+

        (2 点坐标距离公式) 
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( )
12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 4

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
  AB ABD

ABD ABD ABD

a b a b d a b a b a b d a bH H
a b s a b a b s a b s

−
 

= + − = 
+ + + + 

    (垂心球距离公式) 

( )

2 2 22 2 2 3 3 2
2

2 2 2 2 2 2 2

4 2

2 2 2

0AB ACD
ACD ACD ACD

BCD

ACD

ab ac vt a b a c t a cvtH H
a b s a b s s

a s
a b s

     − −
= − + − + −     

+ +     

=
+

        (2 点坐标距离公式) 

( ) ( )
4 22 2 2 2 2 2 2 2 2 212 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

  
BCD

AB ACD
ACD ACD ACD

a sa b a c d a b a c dH H a
a b s a b s a b s

−
= + − =

+ + +
        (垂心球距离公式) 

( )

2 2 22 3 3 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2

4 2

2 2 2

0AB BCD
BCD BCD BCD

ACD

BCD

ab b c t a b bc vt b cvtH H
a b s a b s s

b s
a b s

     − −
= − + − + −     

+ +     

=
+

        (2 点坐标距离公式) 

( ) ( )
4 22 2 2 2 2 2 2 2 2 212 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

  
ACD

AB BCD
BCD BCD BCD

b sa b b c d a b b c dH H b
a b s a b s a b s

−
= + − =

+ + +
         (垂心球距离公式) 

3.4.4. HAB点与 1 个四维垂心间距平方(任意二维与四维垂心间距均相同) 

( )
( )

2 2 22 2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2

4 4 2 2

2 2 2

0AB
ab ab c t a b a bc t a b ctH H

v v va b a b

a b c d

a b v

     − − −
= − + − + −     

+ +     

+
=

+

       (2 点坐标距离公式) 

( )
( )

1 4 4 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

  AB

a b c da b a b c d a b a b a b c dH H
a b v a b a b v a b v

− + 
= + − = 

+ + + + 
   (垂心球距离公式) 

同理可得： ,, , ,AC BC AD BD CDH H H H H 点与其它点距离(略)。 

3.5. 验证任意三维与四维垂心距离的平方 
2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2

4 4 4

2 2

ABC
ABC ABC ABC

ABC

ab c t ab c a bc t a bc a b ct a b cHH
v v vs s s

a b c
v s

     − − −
= − + − + −     
     

=

     (2 点坐标距离公式) 

12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 4 4
2

2 2 2 2 2 2 22
   ABC

ABC ABC ABC ABC

a b c a b c d a b c a b c a b c d a b cHH
s v s s v v s

−
 

= + − = 
 

         (垂心球距离公式) 

同理可得：  , ,ABD ACD BCDH H H 点与 H 点的距离(略)。 

3.6. 论 4 球面均为原点，以及勾股 4 态的 15 个垂心球构成的证明， 
同时验证 8 原点垂心球为零公式 

正交 4 球存在 4 组 3 球面 8 交点即为 8 原点，8 原点的垂心球半径均为零，一至四维 15 个垂心至每
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组凹凸 2 原点距离的乘积等于该组垂心球半径的平方； 

3.6.1. 一维垂心球：(正交 4 球面，每球面均处处为原点) 
4 球心除了对平面外，与相邻 3 组 3 球面 6 交点每组凹凸 2 点的乘积相同为一维垂心球半径的平方。 
例： 

2 D A AD C A AC B A AB a− + − + − += = =                          (7) 

验算：用 2 点坐标计算距离： 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2

2 2 22 2 2 2 2 2
4

 0 0 0 0 0

2 2 20 0

D A AD a

ab c t a bc t a b cta a
v abc v abc v abc

− +
 = − + − + − 
      − − − × − + − + − =     − − −       

 

( )
( )

( )
( )

22 22 2 2 2
2 2

22 22 2 2 2
4

0 0

0 0

abc abc abd v tab c t a bc tC A AC a
v abd v abd d v abd

abc abc abd v tab c t a bc ta a
v abd v abd d v abd

− +

  − + +   − − = − + − + −      + + +       
  − +   − − × − + − + − =      − − −       

 

( )
( )

( )
( )

22 22 2 2 2
2 2

22 22 2 2 2
4

0 0

0 0

abc abc acd v tab c t a b ctB A AB a
v acd d v acd v acd

abc abc acd v tab c t a b cta a
v acd d v acd v acd

− +

  − + +   − − = − + − + −     + + +      
  − +   − − × − + − + − =     − − −      

 

验算：用垂心球公式计算距离：A 与原点无交集球 

( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 0 2 0 0 0 2 0 0D A AD a a a a a− + = + − + − =  

( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 40 2 0 0 0 2 0 0C A AC a a a a a− + = + − + − =  

( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 40 2 0 0 0 2 0 0B A AB a a a a a− + = + − + − =  

上述验算两边开方，即得公式(7)。 
同理可得其余 3 组一维垂心球等式为： 

2D B BD C B BC A B BA b− + − + − += = =  

2 D C CD B C CB A C CA c− + − + − += = =  

2 C D DC B D DB A D DA d− + − + − += = =  

3.6.2. 二维垂心球：(正交两球形成 2 正交圆环，圆环处处为原点) 
6 个二维垂心球，每个垂心各有 3 组两端的乘积相同为二维垂心球半径的平方。 
例： 

2 2

2 2 AB AB AB AB AB AB
a bD H H D C H H C AH H B

a b− + − += = =
+

             (8) 

验算：用 2 点坐标计算距离： 
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( )

2 2

2 22 2
2

2 2 2 2

2 2 22 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

22 2

2 2

0 0 0 0

2 2 2 0

AB ABD H H D

ab a b
a b a b

ab c t ab a bc t a b a b ct
v abc v abc v abca b a b

a b
a b

− +

    
 = − + − + −   

+ +     

      − − − × − + − + −     − − −+ +       

 
=  

+ 

 

( )
( )

( )
( )

2 2

22 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2

22 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2

0

0

AB ABC H H C

abc abc abd v tab c t ab a bc t a b
v abd v abd d v abda b a b

abc abc abd v tab c t ab a bc t a b
v abd v abd d v abda b a b

− +

  − + +   − − = − + − + −      + + ++ +       
  − +   − −

× − + − + −      − − −+ +     
22 2

2 2

a b
a b


 
  

 
=  

+ 

 

( )

( )

2 2

2 22 2
2

2 2 2 2

2 22 2
2

2 2 2 2

22 2

2 2

 

0 0 0

0 0 0

AB ABAH H B

ab a ba
a b a b

ab a bb
a b a b

a b
a b

    
 = − + − + −   + +     
    
 × − + − + −   + +     

 
=  + 

 

验算：用垂心球公式计算距离： ABH 与原点无交集球 

( ) ( )
22 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 20 2 0 0 0 2 0 0AB AB
a b a b a b a b a bD H H D

a b a b a b a b a b− +

    
= + − + − =    + + + + +    

 

( ) ( )
22 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 20 2 0 0 0 2 0 0AB AB
a b a b a b a b a bC H H C

a b a b a b a b a b− +

    
= + − + − =    + + + + +    

 

( ) ( )
22 2 2 2 2 2 2 2 2 21 12 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2AB AB
a b a b a b a b a bAH H B a a a b b b

a b a b a b a b a b
− −    

= + − + − =    
+ + + + +    

 

上述验算两边开方，即得公式(8)。 
同理可得其余 5 组二维垂心球等式为： 

2 2

2 2AC AC AC AC AC AC
a cD H H D B H H B AH H C

a c− + − += = =
+
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2 2

2 2BC BC BC BC BC BC
b cD H H D A H H A BH H C

c c− + − += = =
+

 

2 2

2 2AD AD AD AD AD AD
a dB H H B C H H C AH H D

a d− + − += = =
+

 

2 2

2 2BD BD BD BD BD BD
b dA H H A C H H C BH H D

b d− + − += = =
+

 

2 2

2 2CD CD CD CD CD CD
c dA H H A B H H B CH H D

c d− + − += =
+

 

3.6.3. 三维垂心球：(正交 3 球面交 2 点为原点) 
4 个三维垂心球，每个垂心各有 4 组两端的乘积相同为三维垂心球半径的平方。 

2 2 2

2ABC ABC ABC ABC BC ABC ABC AC ABC ABC AB
ABC

a b cD H H D AH H H BH H H CH H H
s− + = = = =      (9) 

2 2 2

2ABD ABD ABD ABD BD ABD ABD AD ABD ABD AB
ABD

a b dC H H C AH H H BH H H DH H H
s− + = = = =  

2 2 2

2ACD ACD ACD ACD CD ACD ACD AD ACD ACD AC
ACD

a c dB H H B AH H H CH H H DH H H
s− + = = =  

2 2 2

2BCD BCD BCD BCD CD BCD BCD BD BCD BCD BC
BCD

b c dA H H A BH H H CH H H DH H H
s− + = = = =  

验算公式(9)： 
用 2 点坐标式 

2 2

2 2 22 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

0 0 0

2 2 2

ABC ABC

ABC ABC ABC

ABC ABC ABC

ABC

D H H D

ab c a bc a b c
s s s

ab c t ab c a bc t a bc a b ct a b c
v abc v abc v abcs s s

a b c
s

− +

      
 = − + − + −     
       
      − − − × − + − + −     

− − −       


=


2


 


 

2 2

2 2 22 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 22 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

22 2 2

2

0 0

0

ABC ABC BC

ABC ABC ABC

ABC ABC ABC

ABC

AH H H

ab c a bc a b ca
s s s

ab c bc a bc b c a b c
s b c s b c s

a b c
s

      
 = − + − + −     
       
      
 × − + − + −     

+ +       

 
=  
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2 2

2 2 22 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 22 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

22 2 2

2

0 0

0

ABC ABC AC

ABC ABC ABC

ABC ABC ABC

ABC

BH H H

ab c a bc a b cb
s s s

ac ab c a bc a c a b c
a c s s a c s

a b c
s

      
 = − + − + −     
       

      
 × − + − + −     

+ +       

 
=  
 

 

2 2

2 2 22 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 22 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

22 2 2

2

0 0

0

ABC ABC AB

ABC ABC ABC

ABC ABC ABC

ABC

CH H H

ab c a bc a b cc
s s s

ab ab c a b a bc a b c
a b s a b s s

a b c
s

      
 = − + − + −     
       

      
 × − + − + −     

+ +       

 
=  
 

 

用垂心球距离公式： 

( ) ( )

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

22 2 2

2

0 2 0 0 0 2 0 0

ABC ABC

ABC ABC ABC ABC

ABC

D H H D

a b c a b c a b c a b c
s s s s

a b c
s

− +

   
= + − + −   
   

 
=  
 

 

( )

2 2

12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 212 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

22 2 2

2

2 2

ABC ABC BC

ABC ABC ABC ABC

ABC

AH H H

a b c a b c a b c b c b c b c a b ca a a
s s s b c b c b c s

a b c
s

−
−     

 = + − + −    + + +     

 
=  
 

 

( )

2 2

12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 212 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

22 2 2

2

2 2

ABC ABC AC

ABC ABC ABC ABC

ABC

BH H H

a b c a b c a b c a c a c a c a b cb b b
s s s a c a c a c s

a b c
s

−
−     

 = + − + −    + + +     

 
=  
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( )

2 2

12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 212 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

22 2 2

2

2 2

ABC ABC AB

ABC ABC ABC ABC

ABC

CH H H

a b c a b c a b c a b a b a b a b cc c c
s s s a b a b a b s

a b c
s

−
−     

 = + − + −    + + +     

 
=  
 

 

上述验算两边开方，得公式(9) 
同理可得其余 3 组三维垂心球等式为： 

2 2 2

2ABD ABD ABD ABD BD ABD ABD AD ABD ABD AB
ABD

a b dC H H C AH H H BH H H DH H H
s− + = = =  

2 2 2

2ACD ACD ACD ACD CD ACD ACD AD ACD ACD AC
ACD

a c dB H H B AH H H CH H H DH H H
s− + = = =  

2 2 2

2BCD BCD BCD BCD CD BCD BCD BD BCD BCD BC
BCD

b c dA H H A BH H H CH H H DH H H
s− + = = = =  

3.6.4. 四维垂心球：(4 组 8 点正交 3 球面点为 8 原点) 

2 2 2 2

2

BCD

ACD ABD ABC

A H HA B H HB C H HC D H HD AH HH

a b c dBH HH CH HH DH HH
V

− + − + − + − += = = =

= = = =
              (10) 

验算 1：H 至 3 球面 2 交点距离的乘积： 
用 2 点距离公式： 

2 2

2 2 22 2 2 2 2 2

2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

22 2 2 2

2

0 0 0

2 2 2

D H HD

ab c t a bc t a b ct
v v v

ab c t ab c t a bc t a bc t a b ct a b ct
v abc v v abc v v abc v

a b c d
v

− +

      − − − = − + − + −     
       
      − − − − − − × − + − + −     − − −       

 
=  
 

 

用垂心球距离公式： 
因 8 原点均系 3 球正交原点，8 原点垂心球为零适用 3 维以下，一般四维垂心点不可直接使用。分

析 D H HD− + 2 点间距，因 , , , ,ABCD D H H D− + 5 点均在过顶点 D 的垂线上。且： 

ABC ABCD H D H HH− −= − ； ABC ABCD H D H HH+ += +  

而 

( )
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 20 2 0 0ABC
ABC ABC ABC

a b c a b c a b cD H
s s s− = + − =  

( )
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 20 2 0 0ABC
ABC ABC ABC

a b c a b c a b cD H
s s s+ = + − =  

https://doi.org/10.12677/pm.2019.98120


蔡国伟 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2019.98120 945 理论数学 
 

两边开方 

ABC
ABC

abcD H
s− = ， ABC

ABC

abcD H
s+ =  

另： 
12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 4 4

2
2 2 2 2 2 2 2 2ABC

ABC ABC ABC ABC

a b c d a b c a b c a b c a b c d a b cHH
v s s s v v s

−
 

= + − = 
 

 

两边开方 
2 2 2

ABC
ABC

a b cHH
vs

=  

这样： 

( )( )
2 2 2 2 2 2

2 2 2 4 4 4 2 2 2 2

2 2 2 2

    
  

ABC ABC ABC ABC

ABC ABC ABC ABC

ABC ABC

D H HD D H HH D H HH

abc a b c abc a b c
s vs s vs

a b c a b c a b c d
s v s v

− + − += − +

  
= − +  
  

 
= − = 
 

 

同理：可得
2 2 2 2

2

a b c dA H HA B H HB C H HC
v− + − + − += = =  (略) 

验算 2：H 至球心及其对平面垂心距离的乘积： 

( )

22

2 2 2 2 2 2 2 212 2 2
2 2

12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

22 2 2 2

2

2

2

ABC

ABC ABC ABC

DH HH

a b c d a b c dd d d
v v

a b c a b c d a b c a b c a b c d
s v s s v

a b c d
v

−

−

 
= + − 
 
  
 × + −  
   

 
=  
 

 

两边开方 
2 2 2 2

2ABC
a b c dDH HH

v
=  

同理：可得
2 2 2 2

2BCD ACD ABD
a b c dAH HH BH HH CH HH

v
= = =  (略) 

通过上述验算：证明了公式(1)成立，同时佐证了勾股四态垂心球的构成。 

3.7. 验证公式(2) 

用垂心球球心坐标和重心球球心坐标[3]，用 2点坐标的距离公式验证同态重心与垂心距离公式(2)即：

论勾股四态 15 个重心球球心与同态的 15 个垂心球球心间距的平方，为重心球半径的平方与垂心球半径

的平方差。 
验证如下： 
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3.7.1. 4 组同态一维重心与垂心共点，间距为零 

( ) ( ) ( )2 2 2 20 0 0 0 0A AG H a a= − + − + − =  

2 2 2 2 2 0A A GA HAG H r r a a= − = − =  

同理可得其余：
2 0B BG H = ，

2 0C CG H = ，
2 0D DG H = 。 

3.7.2. 6 组同态二维重心与垂心间距 

( )
( )
( )

22 2 2 22 2
2 2

2 2 2 2 2 2
0 0

2 2 4AB AB

a ba ab b a bG H
a b a b a b

−   
= − + − + − =   + + +   

     (2 点坐标距离公式) 

( ) ( )
( )

22 22 2
2 2 2

2 2 2 2 2

1
2 4AB AB

a ba bG H a b
a b a b

−
= + − =

+ +
             (2 球半径的平方差距离公式) 

同理可得其余
2 2 22 2, , , ,AC AC BC BC AD AD BD BD CD CDG H G H G H G H G H 二维重心与垂心距离的平方。 

3.7.3. 4 组同态三维重心与垂心间距 

( )

2 2 22 2 2 2 2 2
2

2 2 2

2 2 2
2 2 2

2 2

3 3 3

1
3

ABC ABC
ABC ABC ABC

ABC

a ab c b a bc c a b cG H
s s s

a b ca b c
s

     
= − + − + −     
     

= + + −

         (2 点坐标距离公式) 

( )
2 2 2

2 2 2 2
2 2

1
3ABC ABC

ABC

a b cG H a b c
s

= + + −                 (2 球半径的平方差距离公式) 

同理可得其余 3 组
2 22 , ,ABD ABD ACD ACD BCD BCDG H G H G H 三维重心与垂心距离的平方。(略) 

3.7.4. 1 组同态四维重心与垂心间距 

( )

2 2 22 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2

4 4 4

1
4

a bct ab c t b act a bc t c abt a b ctGH
v v v

a b c da b c d
v

     + − + − + −
= − + − + −     
     

= + + + −

   (2 点距离公式) 

( )
2 2 2 2

2 2 2 2 2
2 2

1
4

a b c dGH a b c d
v

= + + + −                    (2 球半径的平方差距离公式) 

通过上述验算：公式(2)成立。 
同时也佐证了重心球[5]和垂心球半径公式(3)的确立。 

4. 总结 

通过上述用垂心球计算垂心间距公式、勾股四态一至四维同构的垂心球半径公式、以及同态重心与

垂心间距公式的验证。我们得出如下结论： 

4.1. 正交 4 球的各球面均为原点，4 组 3 球面交的 8 原点，其垂心球或重心球半径均为零 

4.1.1. 一维点态球面均为原点 
一维点态正交的球面中任意点均为原点，4 球面均有无数原点； 
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4.1.2. 二维线态球面正交圆环为原点 
二维线态球面正交圆环任意点均为原点，4 球正交球面形成 6 个正交圆环均有无数原点； 

4.1.3. 三维面态球面正交有 2 个 3 球面交的原点 
三维面态 3 球正交，有 2 个 3 球面正交的原点； 

4.1.4. 四维体态正交有 8 个 3 球面交的原点，4 组球面交点连线交于垂心 
四维体态 4 球正交，有 4 组 3 球正交，3 球面交 8 点均为原点；4 组球面交点连线相交于垂心。 

4.2. 正交 4 球 15 个垂心球存在 105 个垂心间距可分 3 类 

4.2.1. 相间垂心间距为垂心球半径的平方和有 25 组 
正交 4 球 15 个垂心中相间的垂心因无交集垂心球，其间距的平方为 2 垂心球半径的平方和；如：各

球心与对平面 7 点垂心以及对棱二维中点垂心间距平方，均为 2 垂心球半径的平方和；例：
2 2 2AB a b= + ； 

2 2 2 2
2

2 2 2 2AB CD
a b c dH H

a b c d
= +

+ +
等。 

4.2.2. 相邻垂心间距为 2 垂心球半径的平方差有 50 组 
正交 4 球 15 个垂心中相邻的垂心因交集垂心球与低维垂心球半径相同，其间距的平方为低维垂心球

半径与高维垂心球半径的平方差；如：四维垂心 H 与其它 14 点垂心均相邻，例： 
2 2 2 2

2 2
2

a b c dAH a
v

= − ； 

2 2 2 2 2 2
2

2 2 2AB
a b a b c dH H

a b v
= −

+
； 

2 2 2 2 2 2 2
2

2 2ABC
ABC

a b c a b c dH H
s v

= −  

4.2.3. 其余非相间相邻的二维、三维垂心间距有 30 组 
剩余的 30 组非相间也非相邻的垂心间距，套用垂心球计算垂心间距也很方便。例： 

( ) ( )
( )( )

4 2 22 2 2 2 2 2 2 212 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2AB BD

b a da b b d a b b dH H b
a b b d a b b d a b b d

− +
= + − =

+ + + + + +
； 

( ) ( )
4 22 2 2 2 2 2 2 2 2 212 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 BCD

AB ACD
ACD ACD ACD

a sa b a c d a b a c dH H a
a b s a b s a b s

−
= + − =

+ + +
， 

( )1 4 4 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2 22ABC ACD
ABC ACD ABC ACD ABC ACD

a c b da b c a c d a c a b c a c dH H
s s a c s s s s

− + 
= + − = 

+ 
 

4.3. 正交球垂心间距以及同态重心与垂心间距计算，摆脱了坐标 

4.3.1. 勾股 4 态 105 种垂心间距可摆脱坐标计算 
正交 4 球勾股 4 态球心间 15 点垂心的 105 间距，以及 8 点 3 球面交点与垂心间距，均可摆脱坐标利

用公式(1)计算。 

4.3.2. 垂心间距公式可摆脱坐标，推广至 4 球面交 8 原点至各垂心间距 
正交 4 球勾股 4 态球面 8 原点与垂心间距也可利用公式(1)， 15 点垂心间的 105 间距，以及 8 点 3
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球面交点与垂心间距，均可摆脱坐标使用公式(1)计算。 

4.3.3. 同态 15 组重心与垂心间距为两球半径的平方差 
同态重心与垂心间距，利用垂心球以及重心球半径，利用公式(2)，可直接得出平方差间距。 

4.3.4. 垂心球公式可推广至任意有限高维 
垂心球公式(3)，更可以向任意有限高维拓展。 
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