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Abstract 

Fractional calculus is a kind of differential and integral which can deal with any order. It is a ge-
neralization of integral calculus. In this paper, we mainly study the positive solutions for the frac-
tional differential equation with integral boundary value problem. By using the Banach fixed point 
theorem, we obtain the uniqueness of the positive solutions of the equation. 
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摘  要 

分数阶微分是可以处理任意阶数的微分、积分，是整数阶微积分的推广。本文主要研究分数阶微分方程
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积分边值问题的正解，应用Banach不动点定理，得到了方程正解的唯一性。 
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1. 引言 

分数阶微分方程在科学和工程领域的应用，特别是在流变学、电子网络、流体力学、粘弹性以及化

学物理学等方面的应用，使得对分数阶微分方程的研究已经变得越来越重要，已成为人们研究的热点

[1]-[9]，本文研究分数阶微分方程积分边值问题(BVP)： 
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其中 1 , 2n n nα− < ≤ ≥ 中，
0

Dα
+ 是 Riemann-Liouville 微分。 0λ > 是参数， ( ) [ ): 0,1 0,h → +∞ 是连续的并

且 ( )1 0,1h L∈ ， ( ) ( ) ( )1

0
dh s x s A s∫ 表示具有广义测度的 Riemann-Stieltjes 积分， ( ) ( ): 0,1 ,A → −∞ +∞ 是有界

变差函数， ( ) ( ) ( )1

0
1d Γh t t A tα α− <∫ 。 [ ] [ ) [ ): 0,1 0, 0,f × +∞ → +∞ 是连续函数。 

2. 预备知识 

定义 2.1：[10] [11] (Riemann-Liouville) α 阶积分定义为 
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其中 1n nα− < ≤ ，n 为整数。 
定义 2.2：[10] [11] (Riemann-Liouville) α 阶导数定义为 
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其中 1n nα− < ≤ ，n 为整数。 
引理 2.1：[10] [11]若 0α > ， ( )0,1x L∈ ， ( )0

0,1D x Lα
+ ∈ ，则 
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其中 ( ),ic ∈ −∞ +∞ ， 1,2, ,i n=  ， 1n nα− < ≤ 。 
引理 2.2：假设 ( ) ( )10,1 0,1y C L∈  ，则分数阶微分方程 
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有解 
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其中 

( ) ( ) ( )0 1, , , ,G t s G t s G t s= +                                  (2.2) 
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证明：由引理 2.1，(2.1)中的方程可转化为等价于的积分方程 
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由于 ( ) ( ) ( )20 0 0nx x x −′= = = = ，得 2 3 0nc c c= = = = ，因此有 
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对(2.3)式两端乘以 ( )h t 并且求关于 ( )A t 的积分，有 
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所以 
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引理 2.3：由(2.2)定义的 ( ),G t s 有下列性质： 
1) ( ), 0G t s ≥ ， ( ) [ ] [ ], 0,1 0,1t s ∈ × 。 
2) ( ),G t s 在 [ ] [ ]0,1 0,1× 上连续。 
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证明：根据 ( ),G t s 的定义，只需证明(3)成立。由于 
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所以 ( ) ( ) ( )0 1, , ,G t s G t s G t s ω= + ≤ 。 

3. 主要结果 

设 [ ]0,1X C= ，定义范数 ( )0 1max tx x t≤ ≤= 。则 X 是 Banach 空间，记 

( ) [ ]{ }: 0, 0,1 ,K x X x t t= ∈ ≥ ∈  

因此 K 是 X 的一个锥。本文，我们假设下面的条件(H1)成立。 
(H1) [ ] [ ) [ ): 0,1 0, 0,f × +∞ → +∞ 是连续函数。 
由(H1)，定义积分算子 :T K X→ ： 

( )( ) ( ) ( )( ) [ ]1

0
, , d , 0,1Tx t G t s f s x s s tλ= ∈∫                            (3.1) 

显然 BVP(1.1)有解 x 当且仅当 x K∈ 是由(3.1)定义的算子 T 的不动点。 
引理 3.1：假设条件(H1)成立，则 :T K K→ 是全连续算子。 
定理 3.1：假设条件(H1)成立，并且存在函数 ( ) 0m t ≥ 满足下列条件。 
(H2) ( ) ( ) ( ) [ ] [ )2 1 2 1 1 2, , , 0,1 , , 0,f t x f t x m t x x t x x− ≤ − ∈ ∈ +∞ 。 
若 
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则 BVP(1.1)有唯一正解。 
证明：对任意的 x K∈ ，由于 ( ), 0G t s ≥ ， ( ), 0f t x ≥ ，可得 ( ) 0Tx t ≥ ，因而 ( )T K K⊆ 。 

[ ]
( ) ( )

[ ]
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( )

2 1 2 10,1

1
2 100,1

1
2 10

1
2 10

2 1

max

 max , , , d

d

d

t

t

Tx Tx Tx t Tx t

G t s f s x s f s x s s

m s x s x s s

m s s x x

x x

λ

λ ω

λω

∈

∈

− = −

= −

≤ −

≤ −

< −

∫

∫

∫

 

由引理 3.1， :T K K→ 是全连续算子，根据 Banach 不动点理论，算子 T 在 K 中有唯一不动点，即

为 BVP(1.1)的唯一正解。 
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