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摘  要 

设群G是作用在有限集合Ω上的传递置换群。G在Ω上的次轨道定义为点稳定子群Gα 作用在集合Ω上的轨

道，这里α ∈Ω 。次轨道的个数称为群G作用在Ω上的秩，次轨道的长度称为群G作用在Ω上的次级数。

在本文中我们通过利用圈积的乘积作用和某种非本原作用构造了几类传递置换群，并确定了它们的秩和

次级数。 
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Abstract 
Let G be a transitive permutation group acting on a finite set Ω. The suborbits of G on Ω are defined 
as the orbits of a point stabilizer on Ω. The number of suborbits is called the rank of G and the 
length of suborbits is called the subdegree of G. In this paper, we construct several kinds of transi-
tive permutation groups by using the product action and some imprimitive action of the wreath 
product, and determine their rank and subdegree. 
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1. 前言 

设群 G 是作用在有限集合 Ω上的传递置换群。G 在 Ω上的次轨道定义为点稳定子Gα 在集合 Ω上的

轨道，这里α ∈Ω。次轨道的个数称为群 G 作用在 Ω上的秩，次轨道的长度则称为群 G 的次级数。若 G
是作用在 Ω上的有限本原群，则针对群 G 的秩和次级数的研究有很长的历史，这些研究主要集中在秩和

次级数较小的情形，这方面国内外很多学者已经得出了一些非常好的结果。易知传递置换群 G 的秩为 2
当且仅当群 G 是 2-传递群。随着单群分类定理的产生，有限 2-传递置换群的结构已经完全清楚。因此对

有限本原群的秩的研究主要考虑秩 ≥ 3 的情形。 
对秩为 3 的有限传递群 G，早期的工作参看 Higman 的综述文章[1]。这一问题的研究常常是和传递

置换群的次轨道相结合。当次轨道长度较大时，这类问题研究的难度非常大。因此到目前为止的工作主

要集中在次轨道长度 ≤ 5 的情形。 
一个本原置换群若有长度为 1 的非平凡次轨道时，则它一定是素数阶正则传递群；若一个本原置换

群有长度为 2 的次轨道，它一定是奇素数阶的二面体群，具体过程参见([2], Theorem 5)。当一个本原置换

群有长度为 3 的次轨道时，群的结构变得很复杂，利用 Sim [3]的工作，Wong [4]完成了对这类群的分类。

当一个本原置换群有长度为 4 的次轨道时，群的结构就更加复杂。Sim [3]和 Quirin [5]分别得到了部份结

果，最终由王杰在文献[6]中利用有限单群分类定理完成了这类群的分类。在文献[7]中 Li，Lu 和 Marusic
结合 3 度 4 度对称图对具有长度为 3 和 4 的次轨道的本原群重新给出了完整的刻画。当一个本原置换群

有长度为 5 的次轨道时，王杰在[8] [9]中得到了部分结果。最近(2018 年)由 Fawcett，Giudici，Li，Praeger
等人在文献[10]中完成了对相应的本原群的分类。 

近年来研究非本原传递群的相应问题也逐渐引起重视。在本篇文章中，我们构造一些利用圈积的乘

积作用和某种非本原作用构造了一些传递置换群，并确定了它们的秩和次级数。 

2. 预备知识 

本节我们给出本文中要用到的置换群的一些基本概念和结果，关于置换群的更一般的内容参见Dixon
的经典著作[11]。 

定义 2.1 [11]设 G 是一个群，Ω是一个非空集合，若对 , x Gα∀ ∈Ω ∀ ∈ ，都对应 Ω中一个元素 xα ，

并且满足下面两个条件： 
1) 1 ,α α α= ∀ ∈Ω，其中 1 代表 G 中的单位元； 
2) ( ) , , ,

yx xy x y Gα α α= ∀ ∈Ω ∀ ∈ ， 
则称群 G 在集合 Ω上有一个作用，或称群 G 作用在集合 Ω上。 
定义 2.2 [11]设群 G 作用在 Ω上，若 G 在 Ω上只有一个轨道，即 Ω本身，则称 G 为 Ω上的传递群，

否则称 G 为 Ω上非传递群。 
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定义2.3 [11]设群G传递作用在集合Ω上, ，Δ是Ω任意一个非空集合。若对任意的 x G∈ ，或者 x∆ = ∆，

或者 x∆ ∆ = ∅ ，则称 Δ是 G 的一个块。 
显然单点集{ }α 和整个集合 Ω都是群 G 的块，称它们为非平凡块。 
定义 2.4 [11]设 G 传递作用在 Ω上，如果 G 没有非平凡块，则称 G 为本原群。 
定义 2.5 [11]给定群 K，H。设存在同构映射 ( ): H Aut Kτ → 。此时定义 K 与 H 的半直积 G 为： 

( ){ }: , ,G K H k h k K h H= = ∈ ∈ ， 

运算为 ( )( ) ( )( )1
1

1 1 2 2 1 2 1 2, , ,hk h k h k k h hτ −

= 。 

定义 2.6 [11]设 { }1,2, , mΓ =  和∆都是非空集合，用 ( ) { },Fun f fΓ ∆ = Γ ∆是 到 的所有映射 ，故

( ),Fun Γ ∆ 可以用 m∆ 表示。 
如果 K∆ = 是群，则 ( ), mFun K KΓ = 表示 K 的直积，设 mH S≤ ，利用 H 在 { }1,2, , mΓ =  的自然作

用，可定义 H 在 ( ),Fun KΓ 上的一个作用如下， 
对任意的 ( )1 2, , , m

mk k k K∈ ，设 x H∈ ，定义： 

( ) ( )1 2 1 2
, , , , , ,y y y

x
m m

k k k k k k=  ，其中 1y x−= ， 

于是可做半直积 ( ), : :mFun K H K HΓ = ，称为 K 与 H 的圈积，记为 K wr HΓ 。 
定义 2.7 [11]设群 G 传递作用在集合 Ω上，则群 G 在Ω×Ω上诱导一个自然作用： 

( ) ( ), ,g g gα β α β  

即群 G 在Ω×Ω上有一个作用。进而群 G 在Ω×Ω上有轨道。 
设 1 2, , , r∆ ∆ ∆ 为群 G 作用在Ω×Ω上的所有轨道， i∆ 称为群 G 的一个二元轨道(orbital)。其中

( ){ }1 ,α α α∆ = ∈Ω ， ( ){ }, ,G
i α β α β∆ = ∈Ω 。 

对每一个 i∆ 以及α ∈Ω，令 

( ) ( ){ }, ,i iα β β α β∆ = ∈Ω ∈∆  

易证 ( )i α∆ 是点稳定子Gα 作用在集合 Ω上的轨道，称它为群 G 作用在集合 Ω上的次轨道，并称群

G 的次级数为 ( )i in α= ∆ 。 
定义 2.8 [11]当群 G 传递作用在集合 Ω上时，群 G 在集合 Ω上 oribital 的个数等于次轨道的个数，

称它为群 G 的秩，次轨道的长度称为群 G 的次级数。 

3. 传递置换群的秩和次级数 

本篇文章的主要结论如下。 
定理 3.1 群 m mS wrS 和它的子群 m mS wrC ， ( )m m mS wrS A ， ( )m m mS wrC A 非本原作用在 m3个点上

的秩均为 6，且它们的次级数都为 1， 1m − ， 1m − ， ( )21m − ， ( )1m m − ， ( )21m m − 。 
证明 设 { }1,2, , m∆ =  ，令Ω = ∆×∆×∆，故 3mΩ = ，而群 m mS wrS 在集合 Ω上的作用如下： 

( )( ) ( )1 2, , , ,, , , , .m kg g g h g h hi j k i j k=  

取 ( )1,1,1α = ∈Ω，则群 m mS wrS 稳定点 α的稳定子群为： 

( ){ }1
1 2, , , , 1 1 1 .g h

mL g g g h= = =  

对于1 , ,i j k≠ ∈∆，我们有 
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( ) ( ){ } ( ){ } ( )2, , 1 , , , , , , , 1 1 ,kL g h hi j k j k s t u s t u t u m m= = ∈∆ ≠ = −且  

( ) ( ){ } ( ){ } ( )1,1,1 ,1 ,1 ,1,1 1 1 ,L g h hi i s s s m= = ∈∆ ≠ = −且  

( ) ( ){ } ( ){ } ( )11, ,1 1 , ,1 1, ,1 1 1 ,L g h hj j t t t m= = ∈∆ ≠ = −且  

( ) ( ){ } ( ){ } ( )1 2, ,1 , ,1 , ,1 , , 1 1 ,L g h hi j i j s t s t s t m= = ∈∆ ≠ = −且  

( ) ( ){ } ( ){ } ( )1,1, 1 ,1 , ,1, , 1 1 .kL g h hk k s u s u u m m= = ∈∆ ≠ = −且  

故群 m mS wrS 的次级数为 6，次级数为 1， 1m − ， 1m − ， ( )21m − ， ( )1m m − ， ( )21m m − 。 
现在考虑群 m mS wrS 的子群 m mS wrC ，( ) Am m mS wrS  和 ( ) Am m mS wrC  ，它们作用在 Ω上的关于点

α的点稳定子与群 m mS wrS 作用在 Ω上的关于点 α的点稳定子相同，自然就有相同的秩和次级数。 
推论 3.2 群 m mS wrS 的子群 2m mD wrS 非本原作用在 m3个点上的秩为 m + 3 或 m + 4。 
证明 假设 Δ，Ω，α的定义同定理 3.1，且群 2mD 在集合 Ω 上的作用也同定理 3.1，从而群 2mD 中稳

定 α的稳定子群也为 L。 

当 m 为偶数时， ( ) ( )( )2
41,2,3, , , 2, 3, 1 ,

2 2m
m mD m m m + = −  

 
  。此时有 

( )( )1
42, 3, 1 ,

2 2
m mg m m + = −  

 
 。 

对于 1 ;1 ,
2
m i j k+ ≠ ∈∆ ≠ ∈∆，我们有 

( ) ( ){ } ( ) ( )2, , , , , , , , , 1 1kL g h hi j k i j k s t u s t u t u m m= = ∈∆ ≠ = −且 ； 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1,1,1 ,1 ,1 ,1,1 , 2 ,1,1 2L g h hi i i m i= = + − = ， 

i 共有
2

2
m −

种取法； 

( ) ( ){ } ( ){ } ( )11, ,1 1 , ,1 1, ,1 1 1L g h hj j t t t m= = ∈∆ ≠ = −且 ； 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ), ,1 , ,1 , ,1 , 2 , ,1 1 2 1kL g h hi j i j i t m i t t t m= = + − ∈∆ ≠ = −且 ， 

i 共有
2

2
m −

种取法； 

( ) ( ){ } ( ){ } ( ),1, ,1 , ,1, , 1 1kL g h hi k i k s u s u u m m= = ∈∆ ≠ = −且 。 

而当 1
2
mi = + 时，我们有 

1, ,1 1, ,1 1 1
2 2

Lm mj t t t m    + = + ∈∆ ≠ = −    
    

且 ， 

1,1,1 1, ,1 1
2 2

Lm m t    + = + =    
    

 

所以 L 有 2 个长为 1 的轨道，
1

2
m −

个长为 2 的轨道，2 个长为 1m − 的轨道，
1

2
m −

个长为 ( )2 1m − 的
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轨道，1 个长为 ( )1m m − 的轨道，1 个长为 ( )21m m − 的轨道。从而群 2m mD wrS 作用在集合 Ω上的秩为

2 22 2 1 1 4
2 2

m m m− −
+ + + + + = + ，次级数为 1，1，

2
2

2, 2, , 2
m−





， 1m − ， 1m − ， ( ) ( ) ( )
2

2

2 1 ,2 1 , , 2 1
m

m m m
−

− − −



，

( )1m m − ， ( )21m m − 。 

当 m 为奇数时， ( ) ( )( )2
1 31,2,3, , , 2, 3, 1 ,

2 2m
m mD m m m + + = −  

 
  。此时有 

( )( )1
1 32, 3, 1 ,

2 2
m mg m m + + = −  

 
 。 

现在考虑群 2mD 的次轨道的情况并计算它们的长度。 
对于1 , ,i j k≠ ∈∆，我们有 

( ) ( ){ } ( ) ( )2, , , , , , , , , 1 1kL g h hi j k i j k s t u s t u t u m m= = ∈∆ ≠ = −且 ； 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1,1,1 ,1 ,1 ,1,1 , 2 ,1,1 2L g h hi i i m i= = + − = ， 

i 共有
1

2
m −

种取法； 

( ) ( ){ } ( ){ } ( )11, ,1 1 , ,1 1, ,1 1 1L g h hj j t t t m= = ∈∆ ≠ = −且 ； 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )1, ,1 , ,1 , ,1 , 2 , ,1 1 2 1L g h hi j i j i t m i t t t m= = + − ∈∆ ≠ = −且 ， 

i 共有
1

2
m −

种取法； 

( ) ( ){ } ( ){ } ( ),1, 1 ,1 , ,1, , 1 1kL g h hi k k s u s u u m m= = ∈∆ ≠ = −且 。 

所以 L 有 1 个长为 1 的轨道，
1

2
m −

个长为 2 的轨道，1 个长为 1m − 的轨道，
1

2
m −

个长为 ( )2 1m − 的

轨道，1 个长为 ( )1m m − 的轨道，1 个长为 ( )21m m − 的轨道。从而群 2m mD wrS 作用在集合 Ω上的秩为

1 11 1 1 1 3
2 2

m m m− −
+ + + + + = + ，次级数为 1，

1
2

2, 2, , 2
m−





， 1m − ， ( ) ( ) ( )
1

2

2 1 ,2 1 , , 2 1
m

m m m
−

− − −



， ( )1m m − ，

( )21m m − 。 

定理 3.3 群 m mS wrS 和它的子群 m mS wrC ，( )m m mS wrS A ，( )m m mS wrC A 非本原作用在 m3个点上

的秩均为 6，且它们的次级数都为 1， 1m − ， 1m − ， ( )( )1 1m m− − ， ( )1m m − ， ( )21m m − 。 
证明 设 { }1,2, , m∆ =  ，令Ω = ∆×∆×∆，故 3mΩ = ，而群 m mS wrS 在集合 Ω上的作用如下： 

( )( ) ( )1 2, , , ,, , , , .m jg g g h g h hi j k i j k=  

取 ( )1,1,1α = ∈Ω，则群 m mS wrS 稳定点 α的稳定子群为： 

( ){ }1
1 2, , , , 1 1 1 .g h

mL g g g h= = =  

对于1 , ,i j k≠ ∈∆，我们有 

( ) ( ){ } ( ){ } ( )21, , 1 , , , , , , , 1 1jL g h hj k j k s t u s t u t u m m= = ∈∆ ≠ = −且 ， 
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( ) ( ){ } ( ){ } ( )1,1,1 ,1 ,1 ,1,1 1 1L g h hi i s s s m= = ∈∆ ≠ = −且 ， 

( ) ( ){ } ( ){ } ( )11,1, 1 ,1 , 1,1, 1 1L g h hk k u u u m= = ∈∆ ≠ = −且 ， 

( ) ( ){ } ( ){ } ( )1 2i,1, ,1 , ,1, , , 1 1L g h hk i k s u s u s u m= = ∈∆ ≠ = −且 ， 

( ) ( ){ } ( ){ } ( )1, ,1 1 , ,1 , ,1 , 1 1jL g h hj j s t s t t m m= = ∈∆ ≠ = −且 。 

故群 m mS wrS 的次级数为 6，次级数为 1， 1m − ， 1m − ， ( )21m − ， ( )1m m − ， ( )21m m − 。 
现在考虑群 m mS wrS 的子群 m mS wrC ，( ) Am m mS wrS  和 ( ) Am m mS wrC  ，它们作用在 Ω上的关于点

α的点稳定子与群 m mS wrS 作用在 Ω上的关于点 α的点稳定子相同，自然就有相同的秩和次级数。 
推论 3.4 群 m mS wrS 的子群 2mD 非本原作用在 m3个点上的秩为 m + 3 或 m + 4。 
证明 假设 Δ，Ω，α的定义同定理 3.3，且群 2mD 在集合 Ω上的作用也同定理 3.3，从而群 2mD 中稳

定 α的稳定子群也为 L。 

当 m 为偶数时， ( ) ( )( )2
41,2,3, , , 2, 3, 1 ,

2 2m
m mD m m m + = −  

 
  。此时有 

( )( )1
42, 3, 1 ,

2 2
m mg m m + = −  

 
 。 

对于 1 ;1 ,
2
m i j k+ ≠ ∈∆ ≠ ∈∆，我们有 

( ) ( ){ } ( ) ( )21, , 1 , , , , , , , 1 1jL g h hj k j k s t u s t u t u m m= = ∈∆ ≠ = −且 ； 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1,1,1 ,1 ,1 ,1,1 , 2 ,1,1 2L g h hi i i m i= = + − = ， 

i 共有
2

2
m −

种取法； 

( ) ( ){ } ( ){ } ( )11,1, 1 ,1 , 1,1, 1 1L g h hk k u u u m= = ∈∆ ≠ = −且 ； 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )1,1, ,1 , ,1, , 2 ,1, 1 2 1L g h hi k i k i u m i u u u m= = + − ∈∆ ≠ = −且 ， 

i 共有
2

2
m −

种取法； 

( ) ( ){ } ( ){ } ( )1, ,1 1 , ,1 , ,1 , 1 1jL g h hj j s t s t t m m= = ∈∆ ≠ = −且 。 

而当 1
2
mi = + 时，我们有 

1,1, 1,1, 1 1
2 2

Lm mk u u u m    + = + ∈∆ ≠ = −    
    

且 ， 

1,1,1 1,1,1 1
2 2

Lm m    + = + =    
    

 

所以 L 有 2 个长为 1 的轨道，
2

2
m −

个长为 2 的轨道，2 个长为 1m − 的轨道，
2

2
m −

个长为 ( )2 1m −
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的轨道，1 个长为 ( )1m m − 的轨道，1 个长为 ( )21m m − 的轨道。从而群 2m mD wrS 作用在集合 Ω上的秩为

2 22 2 1 1 4
2 2

m m m− −
+ + + + + = + ，次级数为 1，1，

2
2

2, 2, , 2
m−





， 1m − ， 1m − ， ( ) ( ) ( )
2

2

2 1 ,2 1 , , 2 1
m

m m m
−

− − −



，

( )1m m − ， ( )21m m − 。 

当 m 为奇数时， ( ) ( )( )2
1 31,2,3, , , 2, 3, 1 ,

2 2m
m mD m m m + + = −  

 
  。此时有

( )( )1
1 32, 3, 1 ,

2 2
m mg m m + + = −  

 
 。 

现在考虑群 2mD 的次轨道的情况并计算它们的长度。 

对于1 , ,i j k≠ ∈∆，我们有 

( ) ( ){ } ( ) ( )21, , 1 , , , , , , , 1 1jL g h hj k j k s t u s t u t u m m= = ∈∆ ≠ = −且 ； 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1,1,1 ,1 ,1 ,1,1 , 2 ,1,1 2L g h hi i i m i= = + − = ， 

i 共有
1

2
m −

种取法； 

( ) ( ){ } ( ){ } ( )11,1, 1 ,1 , 1,1, 1 1L g h hk k u u u m= = ∈∆ ≠ = −且 ； 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )1,1, ,1 , ,1, , 2 ,1, 1 2 1L g h hi k i k i u m i u u u m= = + − ∈∆ ≠ = −且 ， 

i 共有
1

2
m −

种取法； 

( ) ( ){ } ( ){ } ( )1, ,1 1 , ,1 , ,1 , 1 1jL g h hj j s t s t t m m= = ∈∆ ≠ = −且 。 

所以 L 有 1 个长为 1 的轨道，
1

2
m −

个长为 2 的轨道，1 个长为 1m − 的轨道，
1

2
m −

个长为 ( )2 1m − 的

轨道，1 个长为 ( )1m m − 的轨道，1 个长为 ( )21m m − 的轨道。从而群 2m mD wrS 作用在集合 Ω 上的秩为

1 11 1 1 1 3
2 2

m m m− −
+ + + + + = + ，次级数为 1，

1
2

2, 2, , 2
m−





， 1m − ， ( ) ( ) ( )
1

2

2 1 ,2 1 , , 2 1
m

m m m
−

− − −



， ( )1m m − ，

( )21m m − 。 

定理 3.5 群 3nS wrS 及它的子群 3nS wrC ，( )3n nS wrS A ，( )3n nS wrC A 利用乘积作用作用在 m3个点

上的秩都为 7，且它们的次级数均为 1， 1m − ， ( )3 1m − ， ( )3 1m − ， ( )( )3 1 2m m− − ， ( )( )3 1 2m m− − ，

( )( )( )1 2 3m m m− − − 。 

证明设 { }1,2, , mΓ =  ， { }, ,a b c∆ = ，定义 ( ): , mFun SΩ = ∆ ，则 3mΩ = 。群 ( )3 3, :m mS wrS Fun S S= ∆

在集合 Ω上的作用如下： 

( ) ( ) ( )
1

1, :
xf

f x x
γ

γ γ
−

−
 
 
 Φ = Φ  

其中 γ ∈∆ ，Φ∈Ω， ( ), mf Fun S∈ ∆ ， 3x S∈ 。定义映射， ( ) ( )1 1 1: 1a bΦ Φ = Φ = 。可由[1，引理 2.7]知，

群 3mS wrS 中稳定 1Φ 的点稳定子为： 
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( ) ( ) ( ){ }3 1
, , ,m mL f x S wrS f S a b cγ γ= ∈ ∈ = 或 ，则 

则 { }1 1Σ = Φ ， 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

1, 1

1, 1

1, 1

a b c i

b c a i

c a b i

 Φ = Φ = Φ = ≠
  Σ = Φ Φ = Φ = Φ = ≠ 
 Φ = Φ = Φ = ≠  

或

或

， 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 2 2

3 3 3 2 2

3 2 2

1, 1, 1

1, 1, 1

1, 1, 1

a b i c j

b c i a j

c a i b j

 Φ = Φ = ≠ Φ = ≠
  Σ = Φ Φ = Φ = ≠ Φ = ≠ 
 Φ = Φ = ≠ Φ = ≠  

或

或

， 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

4 4 4

4 4 4 4 4

4 4 4

1, 1

1, 1

1, 1

a b c i

b c a i

c a b i

 Φ = Φ = Φ = ≠
  Σ = Φ Φ = Φ = Φ = ≠ 
 Φ = Φ = Φ = ≠  

或

或

， 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

5 5 5

5 5 5 5 5

5 5 5

1, 1

1, 1

1, 1

a i b a j

b i c a j

c i a b j

 Φ = ≠ Φ = Φ = ≠
  Σ = Φ Φ = ≠ Φ = Φ = ≠ 
 Φ = ≠ Φ = Φ = ≠  

或

或

， 

( ) ( ) ( ){ }6 6 6 6 6 1a b c iΣ = Φ Φ = Φ = Φ = ≠ ， 

( ) ( ) ( ){ }7 6 6 6 61, 1, 1a i b j c k i j kΣ = Φ Φ = ≠ Φ = ≠ Φ = ≠ ≠ ≠且 。 

故群 3mS wrS 的秩为 7，由上述证明易知 1 1Σ = ， ( )2 3 1mΣ = − ， ( )( )3 3 1 2m mΣ = − − ， ( )4 3 1mΣ = − ，

( )( )5 3 1 2m mΣ = − − ， 6 1mΣ = − ， ( )( )( )7 1 2 3m m mΣ = − − − 。因此群 3mS wrS 的次级数为 1， 1m − ，

( )3 1m − ， ( )3 1m − ， ( )( )3 1 2m m− − ， ( )( )3 1 2m m− − ， ( )( )( )1 2 3m m m− − − 。 
现在考虑群 3mS wrS 的子群 3mS wrC ，( )3m mS wrS A 和 ( )3m mS wrC A ，它们通过乘积作用在Ω上的关

于点 1Φ 的点稳定子与群 3mS wrS 作用在Ω上的关于点 1Φ 的点稳定子相同，自然就有相同的秩和次级数。 
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