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Abstract 
By constructing the general solution of differential equations or complementing function value. 
We obtain the singular solutions of a class of differential equations and correct the errors in solv-
ing the singular equations of these differential equations in other books and literatures. 
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摘  要 

通过构造微分方程通解的方法，求得一类微分方程的奇解，纠正了其它书籍、文献在求这些微分方程奇

解过程中的错误([1]除外)。 
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1. 引言 

根据解的存在唯一性定理[2]，如果微分方程 

( )d ,
d
y f x y
x
=  

中右端函数 ( ),f x y 在某区域 G 上连续，
f
y
∂
∂

在 G 上有界或连续，则在 G 内初值问题的解是存在且唯一的， 

从而在 G 内肯定不存在奇解。如果存在唯一性定理的条件不在整个 ( ),f x y 的定义域内成立，则奇解(如 

果存在的话)只有到那些破坏了存在唯一性定理条件的点集中去找，也就是到使得
f
y
∂
∂

无界的点集中去找。 

对于某些微分方程，如 21y y′ = − ， ( )0 1y yα α′ = < < 等，它们的奇解(包络)是存在的。但是用 c-
判别曲线法求通解曲线族的包络时，由于通解是在 y 的取值有一定限制的条件下求得的，所以根据 c-判
别式求得的 c-判别曲线与通解是矛盾的，到目前为止，凡是涉及到求诸如 21y y′ = − ， ( )0 1y yα α′ = < <

之类的微分方程的包络(奇解)问题的书籍、文献(如[3]、[4]、[5])等，都是在这样的矛盾情形下，逻辑不

自洽地“指导出”微分方程的奇解(包络)。结论是正确的，但求解过程是逻辑矛盾的。 
本文通过构造通解法解决了这个矛盾。此前笔者曾通过补充定义法解决了这个矛盾(见[1])。 

2. 构造通解法 

例 1  判断微分方程 

2d 1
d
y y
x
= −                                      (1) 

是否存在奇解，如果存在就求出来。 
解  右端函数 ( ) 2, 1f x y y= − ，它在带形区域： , 1 1x y−∞ < < +∞ − ≤ ≤ 上定义、连续。 

21

f y
y y

∂ −
=

∂ −
 

当 1y = ± 时无界，所以方程(1)如果有奇解，只能是 1y = ± ，显然 1y = ± 是(1)的两个特解。下面求方

程(1)的通解。 
当 1y ≠ ± 时(注意这个限制条件)，(1)可改写为 

2

d d
1

y x
y

=
−

, 

积分得 

arcsin , ,
2 2

y x c x c π π = − − ∈ − 
 

, 

于是 
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( )sin , ,
2 2

y x c x c π π = − − ∈ − 
 

                               (2) 

其中 c 为任意常数。由于 1y = ± 也是(1)的解，故也可把(1)的通解表示为 

( )sin , , ,
2 2

1, ,
2

x c x c
y

x c

 π π − − ∈ −   = 
π± − = ±

 

或 

( )sin , ,
2 2

y x c x c π π = − − ∈ −  
                              (3) 

其中 C 为任意常数。 
现在求通解曲线族(3)的包络。这里 ( ) ( ), , sinx y c x c yΦ = − − ， ( ) ( ), , cosc x y c x c′Φ = − − ，c-判别式为 

( )
( )

sin 0,

cos 0.

x c y

x c

− − =

− − =

 

c-判别曲线为 

2
1

x c

y

π = +

 =

, 与 2
1

x c

y

π = −

 = −

 

这两条 c-判别曲线均为有 1 0cx′ = ≠ ， 1 0c′Φ = − ≠ ，满足非蜕化条件，故两条 c-判别曲线 1y = ± 都是

通解曲线族(3)的包络，从而 1y = ± 都是方程(1)的奇解。 
例 2 [6]  判断微分方程 

( )d 0 1
d
y y
x

α α= < <                                   (4) 

是否存在奇解，如果存在就求出来。 
解  右端函数 ( ),f x y yα= 在其定义域内是连续的。 

1f y
y

αα −∂
=

∂
 

当 0y = 时无界，所以方程(4)如果有奇解，只能是 0y = ，显然 0y = 是(4)的一个特解。下面求(4)的
通解。 

当 0y ≠ 时(注意这个限制条件)，(4)可改写为 

d dy y xα− = , 

积分得 

( )( )1 1y x cα α− = − − , 0x c− > 或 0x c− ≠ , 

或 

( ) ( )
1 1

1 11y x cα αα − −= − − , 0x c− > 或 0x c− ≠                           (5) 

其中 c 为任意常数。由于 0y = 也是(4)的解，故也可把(4)的通解表示为 
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( ) ( )
1 1

1 11y x cα αα − −= − − ,                                       (6) 

易得 c-判别曲线为 

,
0.

x c
y
=

 =
 

同样易知 0y = 为通解曲线族(6)的包络，从而 0y = 是(4)的奇解。 
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