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Abstract 
By deleting pendant trees and compressing internal paths, a method of calculating the positive 
and negative inertia indexes and nullity of the one kind of tricyclic graphs is given. This kind of 
tricyclic graphs can be divided into I- and II-types. It is proved that the positive and negative iner-
tia indexes and nullity of I-type tricyclic graphs are equal to the sum of some trees, unicyclic 
graphs and bicyclic graphs. The positive and negative inertia indexes and nullity of II-type tricyclic 
graphs are equal to the sum of some trees and small tricyclic graphs. The positive and negative in-
ertia indexes and nullity of these small tricyclic graphs can be calculated by Matlab. And it is 
proved that a conjecture about sign difference is true for this kind of three-cycle graph. 
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摘  要 

通过删除悬挂的树和压缩内部路等方法，给出了一类特殊三圈图的正负惯性指数和零度的计算方法。这
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类三圈图可分为I-和II-两个类型，我们得到以下结论：I-型三圈图的正负惯性指数(零度)等于一些树、单

圈图和双圈图的正负惯性指数(零度)之和；II-型三圈图的正负惯性指数(零度)等于一些树和一些小的同

类三圈图的正负惯性指数(零度)之和；对于那些小的三圈图的正负惯性指数和零度可以利用软件Matlab
得到；还验证了对这类三圈图一个关于符号差的猜想成立。 
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1. 引言 

设 G 是一个 n 阶图，G 的邻接矩阵的特征值的全体构成 G 的谱。图的谱在分子轨道、量子化学和电子

工程等领域内有着广泛的应用，其研究是代数图论的一项重要内容，其成果已经形成多部专著。在图的谱

中正特征根的个数、负特征根的个数和零特征根的个数分别称为G的正惯性指数、负惯性指数和零度[1] [2]，
并分别记作 ( )p G 、 ( )n G 、 ( )Gη 。易知 ( ) ( ) ( )p G n G G nη+ + = ；G 的秩代表着非零特征根的个数；正特

征根与负特征根的个数之差称为 G 的符号差。在化学中，用图可以表示一个共轭烃分子，称其为该分子的

分子图。分子图的零度(或秩)在化学中有许多重要的应用。例如，一个分子化学性质的稳定性的一个满足

条件之一就是其图的零度等于零。在 1957 年，Collatz 和 Sinogowitz 在文献[3]中首次引入刻画所有奇异图

的问题，这个问题引起了很多数学家和化学家的兴趣。在数学中，由著名的 Graham-Pollak 定理[4]知，图

的负惯性指数不大于图的完全二部图分解数。因此，图的惯性在图的二部分解和星分解方面有很多应用。

许多图论学者对各类图的正负惯性指数和零度做过大量的研究[5]-[11]，并取得出了很多结论。文献[2]讨论

了树、单圈图、双圈图的正负惯性指数和零度，并给出了它们的计算方法，与此同时作者首次提出了图符

号差的猜想。文献[10] [11]对于三类三圈图的正负惯性指数和零度进行了研究，并验证了关于图的符号差猜

想对这三类图成立。本文讨论了另一类结构相对复杂的三圈图(即ψ )的正负惯性指数和零度，并给出了计

算这类三圈图的正负惯性指数和零度的方法，此外检验了这类三圈图对于图的符号差猜想是成立的。 
文章中出现的图都是简单无向图。设 ( ) ( )( ),G V G E G= 是 n 阶图， ( )V G 表示{ }1, , nv v

图 G 的顶点

集， ( )E G 是图 G 的边集。设 W 是图 G 的一个非空点子集，用 [ ]G W 表示由点子集 W 导出的子图，用G W−
表示从 G 中删去 W 中的点以及与 W 中的点相关联的所有边后得到的图。用 1 2G G 表示两个顶点集不相

交，称边数等于顶点数加上—1(0, 1, 2)的连通图为树(单圈图，双圈图，三圈图)。 
三条内部不相交的路 , ,l m nP P P 的两个端点分别黏结成两个点后得到的图叫θ -图，记为 ( ), ,l m nθ ，这

里的 { }min , , 2l m n ≥ ，且最多有一个等于 2。由一条长为 qP 的路两端上分别黏结图 ( ), ,l m nθ 的一个 3 度

点和一个圈 rC 上的一个点构成的图称为ψ -图，记作 ( ), , , ,l m n q rψ  (如图 1)，这里的 2, 3q r≥ ≥ 。根据所

含的圈的类型，三圈图可分为 15 类， β  = {所有只包含一个ψ —图作为导出子图的三圈图}是其中的一

类。对于给定的三圈图G β∈ ，将 G 的导出子图ψ -图称作图 G 的核，记作 Gχ 。 

2. 若干引理 

引理 1 [2]若图 1 2 tG G G G=   ，其中 ( )1,2, ,iG i t= 
是图 G 的连通分支。则 
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Figure 1. Tricyclic graphs ( ), , , ,l m n q rψ  

图 1. 三圈图 ( ), , , ,l m n q rψ  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

, , .
t t t

i i i
i i i

p G p G n G n G G Gη η
= = =

= = =∑ ∑ ∑  

引理 2 [2]设图 G 中包含一条 4 个内点的度均为 2 的长为 5 的路，将用一条边来替换图 G 的这条路后

得到的图记为 H，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2, 2, .p G p H n G n H G Hη η= + = + =  

引理 3 [4]设 T 是一棵阶数为 n 的树，那么 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 2p T n T T T n Tµ η µ= = = −  

其中， ( )Tµ 为树 T 的匹配数(即 T 的最大独立边数)。 
设 T 是一棵树， ( )v V T∈ ，如果存在树 T 的一个极大匹配不覆盖点 v，则称点 v 为树 T 的一个未匹

配点；否则，称 v 为树 T 的一个匹配点。若树 T 仅由一个点组成，约定该点是 T 的未匹配点。 
设图 1G 和 n 阶图 2G 不相交， ( )1u V G∈ ，在 1 2G G 中把点 u 和 2G 的任意 k 个点连接后得到的图称

为 1G 和 2G 的关于点 u 的一个 k-连图(1 k n≤ ≤ )，记为 ( )1 2
kG u G 。由定义易知，当 k n< 时，图 ( )1 2

kG u G

不唯一。 
引理 4 [2]设 G 为 n 阶图，树 T 含有一个可匹配点 u，则对每一个正整数 ( )1k k n≤ ≤ 有： 

( )( ) ( ) ( ) ,kp T u G p T p G= +  

( )( ) ( ) ( ) ,kn T u G n T n G= +  

( )( ) ( ) ( ).kT u G T Gη η η= +  

引理 5 [2]设 G 为 n 阶图，树 T 含有一个不可匹配点 u，则对每一个正整数 ( )1k k n≤ ≤ 有 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,kp T u G p T u p G u p T p G u= − + + = + +  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,kn T u G n T u n G u n T n G u= − + + = + +  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1.kT u G T u G u T G uη η η η η= − + + = + + −  

引理 6 [2]设图 G 的每个分支是树，单圈图或是双圈图，则 

( ) ( ) ( ) ( )3 5 .c G p G n G c G− ≤ − ≤  

并且在文献[2]中，作者提出了下面的猜想： 
猜想：设 G 是一个图，则 

( ) ( ) ( ) ( )3 5 .c G p G n G c G− ≤ − ≤  
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引理 7：设 2, 3, 3, 2, 3l m n q r≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ，且 ( )4 2 5l a l l′ ′= + ≤ ≤ ， ( )4 2 5m b m m′ ′= + ≤ ≤ ， 

( )4 2 5n c n n′= + ≤ ≤ ， ( )4 2 5q d q h′= + ≤ ≤ ， ( )4 3 6r e r r′ ′= + ≤ ≤ ，则 

( )( ) ( ) ( )( ), , , , 2 , , , , ;p l m n q r a b c d e p l m n q rψ ψ ′ ′ ′ ′ ′= + + + + +  

( )( ) ( ) ( )( ), , , , 2 , , , , ;n l m n q r a b c d e n l m n q rψ ψ ′ ′ ′ ′ ′= + + + + +  

( )( ) ( )( ), , , , , , , , .l m n q r l m n q rη ψ η ψ ′ ′ ′ ′ ′=  

证明：根据引理 2，压缩三圈图ψ 的内部路即得。 

3. 主要结果 

对于点数相对少的ψ -图 ( ), , , ,l m n q rψ  (不妨设 2 l m n≤ ≤ ≤ ，其中最多有一个等于 2， 2, 3q r≥ ≥ )，
我们利用 Matlab 软件可计算出它的正负惯性指数和零度(见表 1) (此处将图 ( ), , , ,G l m n q rψ= 均简记为 G，

( )p G ， ( )n G ， ( )Gη 分别简记为 p，n，η )。 
 
Table 1. Positive and negative inertia indexes and nullity of tricyclic graph ( ), , , ,l m n q rψ ( 2 , 5, 3 , , 6,l q m n r l m n≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ) 

表 1. 三圈图 ( ), , , ,l m n q rψ 的正负惯性指数和零度( 2 , 5, 3 , , 6,l q m n r l m n≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ) 

G p n η G p n η G p n η G p n η 

(2,3,3,2,3) 2 4 1 (2,3,5,3,3) 5 5 0 (2,4,4,4,3) 5 6 0 (2,4,6,5,3) 7 7 0 

(2,3,3,2,4) 3 3 2 (2,3,5,3,4) 5 5 1 (2,4,4,4,4) 5 5 2 (2,4,6,5,4) 7 7 1 

(2,3,3,2,5) 4 4 1 (2,3,5,3,5) 6 6 0 (2,4,4,4,5) 6 7 0 (2,4,6,5,5) 8 8 0 

(2,3,3,2,6) 4 5 1 (2,3,5,3,6) 6 6 1 (2,4,4,4,6) 6 7 0 (2,4,6,5,6) 8 8 1 

(2,3,3,3,3) 3 4 1 (2,3,5,4,3) 5 6 0 (2,4,4,5,3) 6 6 0 (2,5,5,2,3) 5 5 1 

(2,3,3,3,4) 3 4 2 (2,3,5,4,4) 5 5 2 (2,4,4,5,4) 6 6 1 (2,5,5,2,4) 5 5 2 

(2,3,3,3,5) 4 4 2 (2,3,5,4,5) 7 6 0 (2,4,4,5,5) 7 7 0 (2,5,5,2,5) 7 5 1 

(2,3,3,3,6) 5 5 1 (2,3,5,4,6) 7 7 0 (2,4,4,5,6) 7 7 1 (2,5,5,2,6) 7 6 1 

(2,3,3,4,3) 3 5 1 (2,3,5,5,3) 6 6 0 (2,4,5,2,3) 5 5 0 (2,5,5,3,3) 5 5 2 

(2,3,3,4,4) 4 4 2 (2,3,5,5,4) 6 6 1 (2,4,5,2,4) 5 5 1 (2,5,5,3,4) 6 5 2 

(2,3,3,4,5) 5 5 1 (2,3,5,5,5) 7 7 0 (2,4,5,2,5) 6 6 0 (2,5,5,3,5) 7 6 1 

(2,3,3,4,6) 5 6 1 (2,3,5,5,6) 7 7 1 (2,4,5,2,6) 6 6 1 (2,5,5,3,6) 7 7 1 

(2,3,3,5,3) 4 5 1 (2,3,6,2,3) 4 6 0 (2,4,5,3,3) 5 6 0 (2,5,5,4,3) 6 6 1 

(2,3,3,5,4) 4 5 2 (2,3,6,2,4) 5 5 1 (2,4,5,3,4) 5 5 2 (2,5,5,4,4) 6 6 2 

(2,3,3,5,5) 5 5 2 (2,3,6,2,5) 6 6 0 (2,4,5,3,5) 7 6 0 (2,5,5,4,5) 8 6 1 

(2,3,3,5,6) 6 6 1 (2,3,6,2,6) 6 7 0 (2,4,5,3,6) 7 7 0 (2,5,5,4,6) 8 7 1 

(2,3,4,2,3) 4 4 0 (2,3,6,3,3) 5 6 0 (2,4,5,4,3) 6 6 0 (2,5,5,5,3) 6 6 2 

(2,3,4,2,4) 4 4 1 (2,3,6,3,4) 5 6 1 (2,4,5,4,4) 6 6 1 (2,5,5,5,4) 7 6 2 

(2,3,4,2,5) 5 5 0 (2,3,6,3,5) 6 7 0 (2,4,5,4,5) 7 7 0 (2,5,5,5,5) 8 7 1 

(2,3,4,2,6) 5 5 1 (2,3,6,3,6) 7 7 0 (2,4,5,4,6) 7 7 1 (2,5,5,5,6) 8 8 1 

(2,3,4,3,3) 4 5 0 (2,3,6,4,3) 5 7 0 (2,4,5,5,3) 6 7 0 (2,5,6,2,3) 6 6 0 

(2,3,4,3,4) 4 4 2 (2,3,6,4,4) 6 6 1 (2,4,5,5,4) 6 6 2 (2,5,6,2,4) 6 6 1 
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Continued 

(2,3,4,3,5) 6 5 0 (2,3,6,4,5) 7 7 0 (2,4,5,5,5) 8 7 0 (2,5,6,2,5) 8 6 0 

(2,3,4,3,6) 6 6 0 (2,3,6,4,6) 7 8 0 (2,4,5,5,6) 8 8 0 (2,5,6,2,6) 8 7 0 

(2,3,4,4,3) 5 5 0 (2,3,6,5,3) 6 7 0 (2,4,6,2,3) 5 6 0 (2,5,6,3,3) 7 6 0 

(2,3,4,4,4) 5 5 1 (2,3,6,5,4) 6 7 1 (2,4,6,2,4) 5 5 2 (2,5,6,3,4) 7 6 1 

(2,3,4,4,5) 6 6 0 (2,3,6,5,5) 7 8 0 (2,4,6,2,5) 7 6 0 (2,5,6,3,5) 8 7 0 

(2,3,4,4,6) 6 6 1 (2,3,6,5,6) 8 8 0 (2,4,6,2,6) 7 7 0 (2,5,6,3,6) 8 8 0 

(2,3,4,5,3) 5 6 0 (2,4,4,2,3) 4 5 0 (2,4,6,3,3) 6 6 0 (2,5,6,4,3) 7 7 0 

(2,3,4,5,4) 5 5 2 (2,4,4,2,4) 4 4 2 (2,4,6,3,4) 6 6 1 (2,5,6,4,4) 7 7 1 

(2,3,4,5,5) 7 6 0 (2,4,4,2,5) 6 5 0 (2,4,6,3,5) 7 7 0 (2,5,6,4,5) 9 7 0 

(2,3,4,5,6) 7 7 0 (2,4,4,2,6) 6 6 0 (2,4,6,3,6) 7 7 1 (2,5,6,4,6) 9 8 0 

(2,3,5,2,3) 4 5 0 (2,4,4,3,3) 5 5 0 (2,4,6,4,3) 6 7 0 (2,5,6,5,3) 8 7 0 

(2,3,5,2,4) 4 5 1 (2,4,4,3,4) 5 5 1 (2,4,6,4,4) 6 6 2 (2,5,6,5,4) 8 7 1 

(2,3,5,2,5) 6 5 0 (2,4,4,3,5) 6 6 0 (2,4,6,4,5) 8 7 0 (2,5,6,5,5) 9 8 0 

(2,3,5,2,6) 6 6 0 (2,4,4,3,6) 6 6 1 (2,4,6,4,6) 8 8 0 (2,5,6,5,6) 9 9 0 

(2,6,6,2,3) 6 7 0 (3,3,4,3,3) 4 4 2 (3,4,4,4,3) 6 6 0 (3,5,5,5,3) 7 7 1 

(2,6,6,2,4) 6 6 2 (3,3,4,3,4) 5 4 2 (3,4,4,4,4) 6 6 1 (3,5,5,5,4) 7 7 2 

(2,6,6,2,5) 8 7 0 (3,3,4,3,5) 6 5 1 (3,4,4,4,5) 8 6 0 (3,5,5,5,5) 8 8 1 

(2,6,6,2,6) 8 8 0 (3,3,4,3,6) 6 6 1 (3,4,4,4,6) 8 7 0 (3,5,5,5,6) 8 8 2 

(2,6,6,3,3) 7 7 0 (3,3,4,4,3) 5 5 1 (3,4,4,5,3) 7 6 0 (4,4,4,2,3) 5 6 0 

(2,6,6,3,4) 7 7 1 (3,3,4,4,4) 5 5 2 (3,4,4,5,4) 7 6 1 (4,4,4,2,4) 5 5 2 

(2,6,6,3,5) 8 8 0 (3,3,4,4,5) 7 5 1 (3,4,4,5,5) 8 7 0 (4,4,4,2,5) 7 6 0 

(2,6,6,3,6) 8 8 1 (3,3,4,4,6) 7 6 1 (3,4,4,5,6) 8 8 0 (4,4,4,2,6) 7 7 0 

(2,6,6,4,3) 7 8 0 (3,3,4,5,3) 6 5 1 (3,4,5,2,3) 5 6 0 (4,4,4,3,3) 6 6 0 

(2,6,6,4,4) 7 7 2 (3,3,4,5,4) 6 5 2 (3,4,5,2,4) 5 5 2 (4,4,4,3,4) 6 6 1 

(2,6,6,4,5) 9 8 0 (3,3,4,5,5) 7 6 1 (3,4,5,2,5) 7 6 0 (4,4,4,3,5) 7 7 0 

(2,6,6,4,6) 9 9 0 (3,3,4,5,6) 7 7 1 (3,4,5,2,6) 7 7 0 (4,4,4,3,6) 7 7 1 

(2,6,6,5,3) 8 8 0 (3,3,5,2,3) 4 5 1 (3,4,5,3,3) 6 6 0 (4,4,4,4,3) 6 7 0 

(2,6,6,5,4) 8 8 1 (3,3,5,2,4) 4 4 3 (3,4,5,3,4) 6 6 1 (4,4,4,4,4) 7 6 1 

(2,6,6,5,5) 9 9 0 (3,3,5,2,5) 6 5 1 (3,4,5,3,5) 7 7 0 (4,4,4,4,5) 8 7 0 

(2,6,6,5,6) 9 9 1 (3,3,5,2,6) 6 6 1 (3,4,5,3,6) 7 8 0 (4,4,4,4,6) 8 8 0 

(3,3,3,2,3) 3 3 2 (3,3,5,3,3) 5 5 1 (3,4,5,4,3) 6 7 0 (4,4,4,5,3) 7 7 0 

(3,3,3,2,4) 3 3 3 (3,3,5,3,4) 5 5 2 (3,4,5,4,4) 6 6 2 (4,4,4,5,4) 7 7 1 

(3,3,3,2,5) 4 4 2 (3,3,5,3,5) 6 6 1 (3,4,5,4,5) 8 7 0 (4,4,4,5,5) 8 8 0 

(3,3,3,2,6) 4 4 3 (3,3,5,3,6) 6 6 2 (3,4,5,4,6) 8 8 0 (4,4,4,5,6) 8 8 1 

(3,3,3,3,3) 3 4 2 (3,3,5,4,3) 5 6 1 (3,4,5,5,3) 7 7 0 (4,4,5,2,3) 5 7 0 

(3,3,3,3,4) 3 3 4 (3,3,5,4,4) 5 5 3 (3,4,5,5,4) 7 7 1 (4,4,5,2,4) 6 6 1 
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(3,3,3,3,5) 5 4 2 (3,3,5,4,5) 7 6 1 (3,4,5,5,5) 7 8 0 (4,4,5,2,5) 7 7 0 

(3,3,3,3,6) 5 5 2 (3,3,5,4,6) 7 7 1 (3,4,5,5,6) 7 9 0 (4,4,5,2,6) 7 7 1 

(3,3,3,4,3) 4 4 2 (3,3,5,5,3) 6 6 1 (3,5,5,2,3) 5 6 1 (4,4,5,3,3) 6 7 0 

(3,3,3,4,4) 4 4 3 (3,3,5,5,4) 6 6 2 (3,5,5,2,4) 5 5 3 (4,4,5,3,4) 6 7 1 

(3,3,3,4,5) 5 5 2 (3,3,5,5,5) 7 7 1 (3,5,5,2,5) 7 6 1 (4,4,5,3,5) 7 8 0 

(3,3,3,4,6) 5 5 3 (3,3,5,5,6) 7 7 2 (3,5,5,2,6) 7 7 1 (4,4,5,3,6) 8 8 0 

(3,3,3,5,3) 4 5 2 (3,4,4,2,3) 5 5 0 (3,5,5,3,3) 6 6 1 (4,4,5,4,3) 6 8 0 

(3,3,3,5,4) 4 4 4 (3,4,4,2,4) 5 5 1 (3,5,5,3,4) 6 6 2 (4,4,5,4,4) 7 7 1 

(3,3,3,5,5) 6 5 2 (3,4,4,2,5) 7 5 0 (3,5,5,3,5) 7 7 1 (4,4,5,4,5) 8 8 0 

(3,3,3,5,6) 6 6 2 (3,4,4,2,6) 7 6 0 (3,5,5,3,6) 7 7 2 (4,4,5,4,6) 8 9 0 

(3,3,4,2,3) 4 4 1 (3,4,4,3,3) 6 5 0 (3,5,5,4,3) 6 7 1 (4,4,5,5,3) 7 8 0 

(3,3,4,2,4) 4 4 2 (3,4,4,3,4) 6 5 1 (3,5,5,4,4) 6 6 3 (4,4,5,5,4) 7 8 1 

(3,3,4,2,5) 6 4 1 (3,4,4,3,5) 7 6 0 (3,5,5,4,5) 7 7 1 (4,4,5,5,5) 8 9 0 

(3,3,4,2,6) 6 5 1 (3,4,4,3,6) 7 7 0 (3,5,5,4,6) 8 8 1 (4,4,5,5,6) 9 9 0 

(4,5,5,2,3) 5 7 1 (4,5,5,4,3) 6 8 1 (5,5,5,2,3) 6 6 2 (5,5,5,4,3) 7 7 2 

(4,5,5,2,4) 6 6 2 (4,5,5,4,4) 7 7 2 (5,5,5,2,4) 6 6 3 (5,5,5,4,4) 7 7 3 

(4,5,5,2,5) 7 7 1 (4,5,5,4,5) 8 8 1 (5,5,5,2,5) 7 7 2 (5,5,5,4,5) 8 8 2 

(4,5,5,2,6) 7 8 1 (4,5,5,4,6) 8 9 1 (5,5,5,2,6) 7 7 3 (5,5,5,4,6) 8 8 3 

(4,5,5,3,3) 6 7 1 (4,5,5,5,3) 7 8 1 (5,5,5,3,3) 6 7 2 (5,5,5,5,3) 7 8 2 

(4,5,5,3,4) 6 7 2 (4,5,5,5,4) 7 8 2 (5,5,5,3,4) 6 6 4 (5,5,5,5,4) 7 7 4 

(4,5,5,3,5) 7 7 2 (4,5,5,5,5) 8 8 2 (5,5,5,3,5) 8 7 2 (5,5,5,5,5) 9 8 2 

(4,5,5,3,6) 8 8 1 (4,5,5,5,6) 9 9 1 (5,5,5,3,6) 8 8 2 (5,5,5,5,6) 9 9 2 

 

设ψ -型的三圈图 G (即G β∈ )，三圈图 G 的核表示为 Gχ ，对每一个点 Gv χ∈ ，记 { }G v 为包含点 v
且不包含 Gχ 上的其他点的图 G 的最大连通导出子图，易知 { }G v 是一棵树，假如存在点 Gv χ∈ 使得点 v
是 { }G v 的匹配点，则称图 G 是 I—型的，否则称图 G 是 II—型的。 

定理 1：设三圈图G β∈ ，其中 Gχ 为图 G 的核。 
1)若 G 为 I-型的，且点 v 是 { }G v 的一个可匹配点则 

( ) { }( ) { }( ) ,p G p G v p G G v= + −  

( ) { }( ) { }( ) ,n G n G v n G G v= + −  

( ) { }( ) { }( ).G G v G G vη η η= + −  

其中 { }G v 是树， { }G G v− 是一些双圈图，单圈图和树的并。 
2) 若图 G 为 II-型的，则 

( ) ( ) ( ) ,G Gp G p G pχ χ= − +  

( ) ( ) ( ) ,G Gn G n G nχ χ= − +  

( ) ( ) ( ).G GG Gη η χ η χ= − +  
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证明：1) 若 G 是 I-型的，点 v 是 { }G v 的可匹配点，则存在一个正整数 { }2,3,4k ∈ 使得 

{ }( ) { }( )kG G v v G G v= − 成立，由引理 4 知 

( ) { }( ) { }( ) ,p G p G v p G G v= + −  

( ) { }( ) { }( ) ,n G n G v n G G v= + −  

( ) { }( ) { }( ).G G v G G vη η η= + −  

其中 { }G v 是树， { }G G v− 是双圈图，单圈图和树的并。 
2) 若 G 是 II-型且 G 不是ψ -图，所以 H 有悬挂点或树，点 v 为 { }G v 的未匹配点，由引理 5 有 

( ) { }( ) { }( )( ) ,p G p G v v p G G v v= − + − −  

( ) { }( ) { }( )( ) ,n G n G v v n G G v v= − + − −  

( ) { }( ) { }( )( ).G G v v G G v vη η η= − + − −  

反复运用引理 1 和引理 5 有 

( ) { }( ) ( ) ( ) ( ) ,
G

G G G
v

p G p G v v p p G p
χ

χ χ χ
∈

= − + = − +∑  

( ) { }( ) ( ) ( ) ( ) ,
G

G G G
v

n G n G v v n n G n
χ

χ χ χ
∈

= − + = − +∑  

( ) { }( ) ( ) ( ) ( ).
G

G G G
v

G G v v G
χ

η η η χ η χ η χ
∈

= − + = − +∑  

从而结论得证。 
文献[2]中作者提出了一个猜想：设 G 是一个图，则 ( ) ( ) ( ) ( )3 5 .c G p G n G c G− ≤ − ≤  
接下来的推论验证次猜想对本文所研究的一类三圈图成立。 
推论 1：设三圈图G β∈ ，则 

( ) ( ) ( ) ( )3 5 .c G p G n G c G− ≤ − ≤  

证明：设 Gχ 是三圈图 G 的核， 
1) 若 G 是 I-型的且点 v 是 { }G v 的匹配点，则 

( ) { }( ) { }( ) ,p G p G v p G G v= + −  

( ) { }( ) { }( ).n G n G v n G G v= + −  

其中 { }G v 是树， { }G G v− 是双圈图，单圈图和树的并，由引理 6 知对于树和双圈图，单圈图和树的并成

立，从而对于三圈图 G 结论成立。 
2) 若 G 为 II-型的，由定理 1 知 

( ) ( ) ( ) ,G Gp G p G pχ χ= − +  

( ) ( ) ( ).G Gn G n G nχ χ= − +  

因为 GG χ− 是森林，根据树的正负惯性指数相等，得 ( ) ( )p G n G− 等于它的核的正负惯性指数之差，

由引理 7 和表 1 中所含图的正负惯性指数之差，可检验 ( ) ( )G Gp nχ χ− 满足结论中的不等式，从而推论成

立。 
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4. 结束语 

本文受文献[2]、文献[10]和文献[11]研究思路的启发，在 15类三圈图中选取了结构相对复杂的一类(即
β )，讨论了其正负惯性指数和零度。详细数据可在本文给出的表格中查询(即表 1)。最后在前人研究的

基础上，验证了图的符号差猜想对于本文所研究的这类三圈图也成立。 
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