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摘  要 

本文主要研究某些给定的微分方程组的 ( )2 1fρ < 的整体解或亚纯解的存在性，并获得一些有意义结果。

并且，如果考虑的方程组允许超越解的存在，那么我们可以获得求解的精确表达。我们的结果改进和补

充了前人的研究成果。 
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Abstract 
In this paper, we will mainly study further on the existence of entire or meromorphic solutions 
with ( )2 1fρ <  of some given systems of difference-differential equations, and obtain some in-
teresting results. And if the considered systems admit a transcendental entire solution, then we 
can obtain the precise expression of the solution. Our results improve and complement the pre-
vious research results. 
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1. 引言 

设 f 表示超越亚纯函数。假设已知 Nevanlinna 理论的基本结果及其标准符号，如 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,m r f N r f T r f S r f 等，见[1]和[2]。在研究复平面上的微分方程时，证明某些给定微分方程

的整体解或亚纯解的存在性或唯一性一直是一个有趣而困难的问题。最近，有许多研究和结果与不同方

程的整体或亚纯解的存在性或增长性有关，见[3] [4] [5]中的参考文献。当 r →∞时， 

( ) ( ) ( ) ( )( ), , 1 ,T r a S r f o T r f= = 非恒定亚纯函数 α被称为 f 的小函数，可能在有限线性测度的 r 值集合之

外。此外， ( )2 fρ 超阶定义为： 

( ) ( )
2

log log ,
lim sup

logr

T r f
f

r
ρ

→∞
=  

费马型泛函方程亚纯解 

( ) ( ) 1n nf z g z+ =                                   (1.1) 

Gross [6]证明(1.1)在 4n ≥ 时不存在超越亚纯解，Montel [7]证明(1.1)在 3n ≥ 时不存在超越全解。Iyer 
[8]得出结论，如果 2n = ，那么(1.1)有完整的解 ( ) ( )( )sinf z h z= 和 ( ) ( )( )cosg z h z= ，其中 ( )h z 是任何整

函数，不存在其他解。近年来，许多文献都集中在复微分方程和微分方程的亚纯解上。费马型函数方程

已被许多作者研究过。让我们从[9]中给出的结果开始。我们重写了原定理，如下，Yang [9]研究了费马

型泛函方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) 1n ma z f z b z g z+ =                               (1.2) 

其中 ( )a z ， ( )b z 是关于 ( )f z 的小函数。其得到了以下结果。 
定理 A 设 m，n 为正整数满足： 

1 1 1
m n
+ <  

则不存在满足(1.2)的非恒定整体解 ( )f z 和 ( )g z 。定理 A 表明在(1.2)中存在 2m > ， 2n > 的非恒定

整体解。然而，当 2m n= = 以及 ( )g z 与(1.2)中的 ( )f z 有特殊关系时，这个问题值得考虑。Tang 和 Liao 
[10]研究了费马型方程推广的整体解。Liu 和 Yang [10]考虑了微分方程的有限阶整体解： 

( ) ( ) ( )( )22 1kf z c f z+ + =                               (1.3) 

其中 c 表示一个非零常数。2017 年，高凌云研究了具有有限阶微分方程的整体解，得到了以下结果。 
定理 B 设ω 是下面微分方程的有限阶超越整体解： 
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( ) ( )( ) ( )2 2 1z z z cω ω ω′′ − + + =                             (1.4) 

则 

( ) ( )
2 2e e cos 2

2

z b z b

z i z bω
+ − −+  = = +   

或 

( ) ( )
2 2e e cos 2

2

z b z b

z i z bω
− + −+  = = − −   

其中 b 是常数，
( )1 4

2 2
c

k
=

+ π
，k 是整数。如果将限制条件“有限阶”扩展到“超阶 2 1ρ < ”，我们能够

得到以下结果。 

定理 1.1 设ω 为微分方程(1.4)的 ( )2 1ρ ω < 的超越整体解，则 ( )
2 2e e

2

z b z b

zω
+ − −+

= ，或 

( )
2 2e e

2

z b z b

zω
− + −+

= ，其中 b 是常数，
( )1 4

2 2
c

k
=

+ π
，k 是整数。 

最近，高凌云研究了两类不同微分方程组的有限阶整体解，得到了以下结果。 
定理 C 假设整函数 1 2,ω ω 满足方程组 

( ) ( )( ) ( )2 2
1 1 2 1z z z cω ω ω′′ − + + = , ( ) ( )( ) ( )2 2

2 2 1 1z z z cω ω ω′′ − + + =          (1.5) 

若 ( )1 2,ρ ω ω < ∞，则 

( ) ( )( )
1 1 2 22 2 2 2

1 2
e e e e, ,

2 2

z b z b z b z b

z zω ω
+ − − + − − + +

=   
 

 

或 

( ) ( )( )
1 1 2 22 2 2 2

1 2
e e e e, ,

2 2

z b z b z b z b

z zω ω
− + − − + − + +

=   
 

 

其中 b 是常数，
( )1 4

2 2
c

k
=

+ π
，k 是整数。 

本文去掉了“有限阶”的限制条件，并且得到了如下定理 
定理 1.2 如果用弱约束条件“ ( )2 1 2, 1ρ ω ω < ”代替约束条件“ ( )1 2,ρ ω ω < ∞”，则定理 C 的结论也

成立。 

2. 主要引理 

为了证明我们的定理，我们需要以下结论。 
引理2.1 ([11]) 假设f是非正常亚纯函数， ( ) 1

0 1
n n

np f a f a f a−= + + +� ，当 0a 不恒为零， 1 2, , , na a a� 满

足 ( ) ( ), ,iT r a S r f= , 0,1, ,i n= � .那么 ( )p f 满足 

( )( ) ( ) ( ), , ,T r p f nT r f S r f= +  

引理2.2 ([12])设f是一个非常数亚纯函数， ( )2 1fρ < ， c C∈ ，有 
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( )
( ) ( ), ,

f z c
m r S r f

f z
 +

=  
 

 

在有限对数测度的可能的例外集之外。 
引理2.3 ([2]，定理1.44和定理1.45)设h为非常数整函数， ( ) ( )eh zf z = 。如果 ( )h z 是p次多项式，则得

到 
(1) 如果 ( )h z 是p次多项式， ( ) ( )f f pρ µ= = ； 
(2) 如果 ( )h z 是超越整函数， ( ) ( )f fρ µ= = ∞； 
(3) ( ) ( )2 f hρ ρ=  
引理2.4 ([2]，定理1.55)设 1 2, , , pg g g� ，是满足 ( ), 1jgΘ ∞ =  ( 1, 2, ,j p= � )的超越亚纯函数。当

{ }0ja C∈ −  ( 1, 2, ,j p= � )时， 1 1p
j jj a g

=
=∑ ，我们得到 ( )1 0, 1p

jj g pδ
=

< −∑  

3. 定理 1.1 的证明 

假设ω 是 ( ) 1ρ ω < 的(4.4)的超越整体解。为了证明定理1.1，(1.4)写为 

( ) ( ) ( )sinz z h zω ω′′ − = , ( ) ( )cosz c h zω + =                    (3.1) 

其中，h为非恒定整函数。 
当 ( )( ) ( )( )2 1z c zρ ω ρ ω+ = < 时， ( )( ) ( )( ) ( )( ), , ,T r z T r z c S r zω ω ω= + + 。由(3.1)，引理2.1，引理2.2，

引理2.3，可得 ( ) 1hρ < 。再次使用(3.1)，结果如下所示： 

( ) ( )cosz h z cω = − , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2cos sinz h z c h z c h z c h z cω′′ ′ ′= − − − − − −  

由此可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 2e e ei h z h z c i h z c h zih z cih z c h z c i h z c ih z c i+ − − −   −     ′ ′′ ′′ ′− + − + + − = − − − −       (3.2) 

情形1 如果 ( ) ( )2 0h z c ih z c i′′ ′− + − + ≡ ，则(3.2)可化为 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )e e 2i h z h z c i h z c h z h z c+ − − −       ′′− = −                       (3.3) 

由 ( ) 0h z c′′ − ≡ 得(3.3)中的h(z)是一个常数。因此 ( ) 0h z c′′ − ≡/ 。 
情形2 如果 ( ) ( )2 0h z c ih z c i′′ ′− + − + ≡/ ， ( ) ( )2 0h z c ih z c i′′ ′− − − − ≡ ，则(3.2)变为 

( ) ( ) ( ) ( )22 e e 1i h z h z c ih z ch z c + −  − ′′ − + =  

因此 ( ) ( )2 0h z c ih z c i′′ ′− − − − ≡/ 。 
由于 ( )h z 不是常数，我们得到了 ( ) ( )h z c h z− − 和 ( ) ( )h z h z c+ − 不能都是常数的结论。首先，假设

( ) ( )h z h z c− − 是常数，则 ( )h z′ 是周期函数。如果 ( )h z′ 不是常数，则 ( ) 1hρ ′ ≥ ，即矛盾。因此， ( )h z′ 是

常数，同时得到 ( )h z Az B= + ，其中 ,A B 是常数。在这种情况下，我们知道定理1.1的结论是成立的。同

理，如果 ( ) ( )h z h z c+ − 是常数，我们知道定理1.1的结论也成立。现在，我们可以假设 ( ) ( )h z h z c+ − 和

( ) ( )h z c h z− − 不是常数，在这种情况下，引理2.4告诉我们，这是不可能的。因此，我们完成了定理1.1
的证明。 

4. 定理 1.2 的证明 

假设 ( )1 2,ω ω 是(1.5)的超越整体解，且 ( )2 1 2, 1ρ ω ω < 。显然，由(4.5)得 
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( ) ( ) ( )1 1 1sinz z h zω ω′′ − = , ( ) ( )2 1cosz c h zω + =                    (4.1) 

( ) ( ) ( )2 2 2sinz z h zω ω′′ − = , ( ) ( )1 2cosz c h zω + =                    (4.2) 

其中， 1 2,h h 是非恒定的整函数。 
此外，通过(4.1)以及引理2.3中的条件 ( ) ( )1 2 2 1hρ ρ ω= < ，此外，(4.2)也给出了 ( ) ( )2 2 1 1hρ ρ ω= < 。

结合(4.1)和(4.2)，我们得到 

( ) ( )1 2cosz h z cω = − , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2 2 2 2cos sinz h z c h z c h z c h z cω′′ ′ ′= − − − − − −       (4.3) 

( ) ( )2 1cosz h z cω = − , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 1 1 1 1cos sinz h z c h z c h z c h z cω′′ ′ ′= − − − − − −       (4.4) 

由上述式子又可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1222 2
2 2 2 2e e ei h z h z c i h z c h zih z cih z c h z c i h z c ih z c i+ − − −   −     ′ ′′ ′′ ′− + − + + − = − + − +     (4.5) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2122 2
1 1 1 1e e ei h z h z c i h z c h zih z cih z c h z c i h z c ih z c i+ − − −   −     ′ ′′ ′′ ′− + − + + − = − − − −     (4.6) 

以定理1.1的证明方式继续进行，为了证明定理1.2，将考虑以下情况。 
情形1若 ( ) ( )2

2 2 0h z c ih z c i′′ ′− + − + ≡ ，则(4.5)变为 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1

2e e 2i h z h z c i h z c h z h z c+ − − −       ′′− = −                       (4.7) 

如果 ( )2 0h z c′′ − ≡ ，则(4.7)中 ( )1h z 是一个常数。因此 ( )2 0h z c′′ − ≡/ 。 
情形2若 ( ) ( )2

1 1 0h z c ih z c i′′ ′− + − + ≡/ 且 ( ) ( )2
1 1 0h z c ih z c i′′ ′− − − − ≡ ，则(4.5)为 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 12
22 e e 1i h z h z c ih zh z c + −  ′′ − + =  

这是不可能的。因此有： 

( ) ( )2
2 2 0h z c ih z c i′′ ′− + − + ≡/ , ( ) ( )2

2 2 0h z c ih z c i′′ ′− − − − ≡/             (4.8) 

同理，利用同样的方法，通过(4.6)我们可以证明如下结果： 

( ) ( )2
1 1 0h z c ih z c i′′ ′− + − + ≡/ , ( ) ( )2

1 1 0h z c ih z c i′′ ′− − − − ≡/             (4.9) 

通过(4.5)，(4.6)，(4.8)和(4.9)以及引理 2.4，我们可以得到 ( ) ( )2 1h z c h z− − 是常数，或者 ( ) ( )1 2h z h z c+ −

是常数，或者 ( ) ( )1 2h z c h z− − 是常数，或者 ( ) ( )2 1h z h z c+ − 是常数。 
显然，如果 ( ) ( )2 1h z c h z− − 是常数，则(4.6)表示 ( ) ( )1 2h z c h z− − 是常数，或者 ( ) ( )2 1h z h z c+ − 是常数。 
假设 ( ) ( )2 1h z c h z− − 和 ( ) ( )1 2h z c h z− − 是常数。在这种情况下，很容易证明 ( )1h z′ 是周期函数。如果

( )1h z′ 不是常数，则 ( )1 1hρ ≥ ，这与 ( )1 1hρ < 相矛盾。因此 1h′是常数，我们设 ( )1 1 1h z s z t= + ，其中 1 1,s t 是
常数。此外，我们也可以得到 ( )2 2 2h z s z t= + ，其中 2 2,s t 是常数。在这种情况下，我们知道定理 1.2 的结

论成立。 
接下来，假设 ( ) ( )2 1h z c h z− − 和 ( ) ( )2 1h z h z c+ − 是常数。在这种情况下，很容易看出 ( )2h z′ 是一个周

期函数。如果 ( )2h z′ 不是常数，则 ( )2 1hρ ≥ ，这与 ( )2 1hρ < 相矛盾。因此 2h′是常数，我们设 ( )2 2 2h z u z v= + ，

其中 2 2,u v 是常数。此外，我们可以得到 ( )1 1 1h z u z v= + ，其中 1 1,u v 是常数。在这种情况下，我们知道定

理 1.2 的结论成立。 

5. 总结 

本文利用不同且更简单的证明，给出了三个主要结果，扩展了文献[13]中的主要结果，以上两个结果

是在更弱的约束条件下得到的，故对于实际来讲更优。 
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