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摘  要 

本文以2018年全国大学生数学建模A题为例，利用热传导方程建立数学规划模型，研究了不同温度约束

下的最佳防护服厚度问题。首先，用遗传算法求解得防护服温度空间分布表。其次，利用最小二乘法求
第II层最优厚度d2 = 10.6 mm。目标函数为服装质量时d2 = 11.4 mm，d4 = 1.6 mm；目标函数为服装体

积时d2 = 9.8 mm，d4 = 5.8 mm；目标函数为服装厚度时d2 = 10.7 mm，d4 = 20 mm。该模型在战场、
消防、石油化工、金属冶炼等环境中均能得到较好的推广，保护工作人员免受高温高辐射危害，为处于

特定环境下的人体提供保护屏障。 
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Abstract 
In this paper, we used the heat conduction equation to establish a mathematical programming 
model and studied the optimal protective clothing thickness model under different temperature 
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constraints by taking the problem A in the Contemporary Undergraduate Mathematical Contest 
(CUMCM) in 2018 as an example. Firstly, we used the genetic algorithm to obtain the temperature 
spatial distribution table of the protective clothing. Secondly, we used the least-squares method to 
find the optimal thickness of the second layer of the clothing, d2 = 10.6 mm. When the optimization 
goal is the weight of the clothing, d2 = 11.4 mm, d4 = 1.6 mm; when the optimization goal is the vo-
lume of the clothing, d2 = 9.8 mm, d4 = 5.8 mm; when the optimization goal is the thickness of the 
clothing, d2 = 10.7 mm, d4 = 20 mm. The model can be better promoted in the battlefield, fire, pe-
trochemical, metal smelting and other environments to protect the staff from high temperature. 
High radiation hazard provides a protective barrier for the human body in a specific environment. 
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1. 引言 

当前，大量以高温作业环境为基础的实验无法重复且耗费成本巨大，造成资源浪费，因此建立高温环

境下的热防护服装的设计模型，给热防护服装的设计提供理论依据十分必要。卢琳珍等[1]建立了热防服

装–空气层–皮肤系统中的热传递模型，研究了在闪火条件下多层热防护服装，空气层和皮肤的热传递过

程，并与已验证的模型进行比较，说明模型的可靠性。Santos 等[2]研究了衣下空气层厚度带来的对流散热

的影响，发现衣下空气厚度对热传递的影响比较大。李紫含等[3]对热防护服降温效果评价的重要指标进

行探讨，构建了高温高湿环境下热防护服降温效果评价指标体系，为防护服降温效果综合评价提供了依据。

黄旭清等[4]利用差分法对一维热传导问题进行分析，给出向后差分格式。潘斌等[5]运用数学或科学的方

法研究热防护服装，旨在揭示热防护织物内部的热传递规律，为热防护服装的研发提供科学参考。 
针对热防护服的温度分布问题，张烨等[6]建立了多层平壁模型对热防护服的温度分布进行求解；宋

银银等[7]通过偏微分方程建立热传导模型，利用差分迭代数值模拟算法得到专用服装温度分布。高温作

业专用服装主要由耐高温层，保温层和空气层组成，在设计时需要考虑其耐热性与便携性，姚沃成等[8]
利用 Flourier 定理与有限元差分法研究了高温防护服材料厚度设计的最优问题。崔荣升等[9]选用有限差

分法分别求得三层固体模型和空气–织物模型的热传导方程的数值解，给出专用服装的面料有削弱外界

高温作用的能力的结论，对热防护服面料的生产以及防高温的研究有指导意义。魏延等[10]结合四层织物

物理性质建立四层热传导模型，采用有限差分法，通过逐次迭代得到其温度分布图。 
数学规划将必须满足的既定目标的要求称为约束条件，将衡量指标称为目标函数，用数学语言来描

述即为：求目标函数在一定约束条件下的极值问题。张学锋等[11]用线性规划的方法建立炼铁配料的数学

模型，利用单纯形法求解达到成本最优；张永强等[12]提出基于线性规划法的成本优化方案，构建适宜的

成本优化模型，降低了电子商务运输成本。张晓彤等[13]对多周期订单、机床、员工、单元布局信息进行

了数学建模，并设计了单元构建问题的优化变量，采用数学规划法建立了分阶段的单元构建优化模型并

用遗传算法求解。龚艺等[14]针对外卖配送服务的车辆调度问题，根据外卖配送服务建立了路径最短的带

时间窗约束的车辆路径模型，利用遗传算法对模型进行求解并验证了算法的合理性和有效性。 
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本文结构安排如下，第一部分，依据织物边界条件建立各层织物的热量传递模型，引入补偿函数平

衡观测值差异，用遗传算法求解得人体外侧温度空间分布规律。第二部分限定温度与时间条件，其余约

束条件仍满足热平衡协调方程，改进模型约束条件求满足问题二的最优解。第三部分确定了第 II 层与第

IV 层织物最优厚度，化多目标规划为单目标规划改进模型，求优化目标分别为衣物质量、衣物体积、衣

物厚度时的厚度最优解。最后，总结本文的主要工作并对该领域研究作出进一步展望。 

2. 热量传导模型 

2.1. 模型建立 

本文将温度分布理解分为时间分布与空间分布，各层织物对热量的吸收，传递能力不同，温度在厚

度坐标轴上呈空间分布。热交换通过热传导，热辐射与热对流三种方式进行。I 层织物与外界环境间三种

方式均存在，IV 层与皮肤表层(记作 V 层)间存在热辐射与热传导，IV 层缝隙足够小，认为其热对流可忽

略不计。其他各层间热辐射相抵，仅计算热传导对温度的改变。规定热量传递方向始终垂直于人体皮肤

外侧，简化为一维模型，为着重观察人体皮肤温度的变化，不考虑同层织物间差异。建立以 I 层与空气

交接面为原点的 x 坐标轴，以织物厚度增加的方向为正向。 
根据能量守恒定律，t 时刻体积元 V∆ 内的热量 Q c u Vρ∆ = ∆ ，其中 c 是比热， ρ 是密度，u 是温度.

不考虑织物传热的层内差异，温度 u 可视作仅与厚度 x 和时间 t 有关的函数，体积元 V S x∆ = ∆ ，则

Q c u Vρ∆ = ∆ 可变形为： 

( ),Q c u x t S xρ∆ = ∆                                       (1) 

其中， ( )x a x b∆ < < 为足够小区域，随时间变化动态表示其热量，t 时刻该区域的热量 ( )Q t 为： 

( ) ( ), d
b

a
Q t c u x t S xρ= ∫                                     (2) 

为探讨热量随时间的变化率，对热量 ( )Q t 关于时间进行求导得： 

( )d
d

d
b

a

Q t uS c x
t t

ρ ∂
=

∂∫                                     (3) 

其中 ,a b 分别为 x∆ 在厚度坐标轴上的左右坐标。热量从温度较高侧传递向温度较低侧，传递速度与区域

长度成反比，与横截面积成正比，上式可表为： 

( ) ( ) ( ), ,
d

b

a

u b t u a t
Q t k S x

x
−

= −
∆∫                                 (4) 

其中，k 为有效导热传导率，热量随时间变化率还可表示为： 

( ) ( ) ( )
d

, ,
d

Q t u uk b t a t S
t x x

∂ ∂ = − ∂ ∂ 
                               (5) 

为处理热量变化率的两种表示方法，将式(5)化为积分处理的方式： 

( ) 2

2

d
d

d
b

a

Q t uk xS
t x

∂
=

∂∫                                      (6) 

联立式(5)与式(6)后可消去热量变化率
( )d

d
Q t

t
： 
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2

2 d d
b b

a a

u uk xS S c x
tx

ρ∂ ∂
=

∂∂∫ ∫                                   (7) 

假设各层织物的温度为 ( ),iu x t ，第 IV 层空气温度为 ( ),airu x t ， iT 为各层左侧温度。I 层织物与外界

环境直接接触，而空气层与其之间的热对流无法忽视，即该层三种热传导方式均存在。已知环境温度 airT ，

人体体表温度 phyT ，各层织物热传导率 ( ), 1, 2,3ik i = ，建立各层热传递协调方程。针对于第 I 层织物，由

能量守恒定律得： 

1 1 1
1

ru u qc k
t x x x

ρ
∂ ∂ ∂∂  = + ∂ ∂ ∂ ∂ 

                                  (8) 

由辐射换热表达式对上式进行变形，可描述为： 

4 4
1

1 | 1100 100
air

r R air
T Tq Sα

    = −   
    

                                (9) 

其中 1rq 是在单位时间内第 I 层织物辐射换热的热量， |R airα 为空气辐射系数， 1S 为第 I 层交界面表面积；

airT 为外界环境温度； 1T 为第 I 层左侧温度。 
为获得方程所求问题的解，需确定定解条件，其中织物的初始条件为： 

( ) ( ) ( )1 1,0 , 0,x U x x L= ∈                                  (10) 

织物左边界条件为： 

( )1
1 0

0
c x

x

uk q
x =

=

∂
− =

∂
                                   (11) 

( )1 1c c airq h T T S= −                                     (12) 

其中 cq 为在单位时间内外界环境对流换热的热量， airT 为外界环境温度， 1T 为第 I 层织物左侧的温度， ch
为对流换热系数。织物右边界条件为： 

( ) ( ) ( )1 1 2 1, , 0,u L t U t t T= ∈                                  (13) 

第 II，III 层织物层间热辐射相抵，仅考虑热传导对温度的改变。由能量守恒定律得第 II 层织物热传

递方程： 

2 2
2

u uc k
t x x

ρ
∂ ∂∂  =  ∂ ∂ ∂ 

                                   (14) 

第 II，III 层织物边界条件为： 

( ) ( ) ( )2 1 2 2, , 0,u L t U t t T= ∈                                 (15) 

( ) ( ) ( )2 2 3 3, , 0,u L t U t t T= ∈                                 (16) 

第 III 层织物和人体皮肤表层实则并未直接接触，期间存在第 IV 层空气层，所以要考虑和空气层之

间的热辐射，由能量守恒定律得第 III 层织物热传递方程为： 

https://doi.org/10.12677/pm.2020.109104


包煦 等 
 

 
DOI: 10.12677/pm.2020.109104 901 理论数学 
 

3 3
3

u u
c k

t x x
ρ
∂ ∂∂  =  ∂ ∂ ∂ 

                                   (17) 

第 III 层织物边界条件为： 

( ) ( ) ( )3 2 3 4, , 0,u L t U t t T= ∈                                 (18) 

( )
3

3

3
3 3r x L

x L

u
k q

x =
=

∂
− =

∂
                                  (19) 

4 4
4

3 | 3100 100
air

r R air
T Tq Sα

 ′   = −   
    

                               (20) 

式(20)中， 3rq 是在单位时间内第 III 层辐射换热的热量， |R airα 为空气辐射系数， 3S 为第 III 层交界面表

面积； airT ′ 为第 IV 层空气温度， 4T 为第 IV 层左侧温度。考虑第 IV 层与人体间的热量传递，IV 层与皮

肤表层(记作 V 层)间存在热辐射与热传导，因为 IV 层缝隙足够小，我们认为其热对流可忽略不计。当外

界 

温度 airT 小于 37˚时，人体向外界发出热辐射，此时

4

| 100
phy

R phy

T
Q Sα

 
=  

 
，其中 Q 为辐射热量， |R phyα 为人 

体辐射系数，S 为人体表面积， phyT 为人体温度。当外界温度 airT 大于 37˚时，外界向人体发出热辐射： 

44
4

| 100 100
phy

R air

TTQ Sα
    = −        

                               (21) 

其中 T4 为 IV 层织物左侧温度， |R airα 为空气辐射系数，S 为 IV 层交界面表面积。第 IV 层热量传递方程

为： 

4 4
4

u uc k
t x x

ρ
∂ ∂∂  =  ∂ ∂ ∂ 

                                   (22) 

44
4

4 | 4100 100
phy

r R air

TTq Sα
    = −        

                              (23) 

式(22)中， 4rq 是在单位时间内第 IV 层辐射换热的热量， |R airα 为空气辐射系数， 4S 为第 IV 层交界面表

面积； phyT 为人体体表温度； 4T 为第 IV 层左侧温度。 
第 IV 层织物初始条件为： 

( ) ( ) ( )4 4 3 4,0 , ,u x U x x L L= ∈                                 (24) 

第 IV 层织物边界条件为： 
( ) ( ) ( )4 3 4 4, , 0,u L t U t t T= ∈                                  (25) 

( ) ( ) ( )4 4 5, , 0,phyu L t U t t T= ∈                                 (26) 

2.2. 模型优化 

为平衡计算得到的皮肤外侧温度值与实际皮肤外侧温度值的差异，引入补偿函数
uH
x

ξ ∂=
∂

。前期空 
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间上温差较大时温度上升速度较快，经过足够长时间后温度趋于稳定，不存在能量传递。温度上升速度

递减，即传热量递减，温差递减，假设传热量与温差成正比参数ξ 取值与温度 u 的变化量有关，引入补 

偿系数 a，令
ua
t

ξ ∂
=

∂
，更新补偿函数

u uH a
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
，优化热传导模型得： 

2

2new
u u u uT c k a
t t xx

ρ ∂ ∂ ∂ ∂
= = +

∂ ∂ ∂∂
                               (27) 

其中， newT 为优化后的皮肤外侧温度，c 是比热， ρ 是密度，u 是第 IV 层温度。为估计补偿系数 a 值，

将同一时间内附件所给皮肤外侧温度与计算得到的皮肤外侧温度值作一组观测值，对 5401 组观测值作最

小二乘拟合。 

2.3. 模型求解 

第 I 层厚度 0.6 mm，第 II 层厚度 6 mm，第 III 层厚度 3.6 mm，第 IV 层厚度 5 mm，总厚度为 15.2 mm，

将其分割为 152 个单位元(厚度为 0.1 mm)，对应 x 坐标为 0-151。以第 I 层织物与外界环境的接触处作为

x 轴的原点，外界环境温度 75 CairT = ˚ ，所得温度空间分布表部分摘录如表 1。 
 

Table 1. Temperature distribution table of protective clothing in the first second 
表 1. 第 1 秒内防护服温度空分布表 

体积元序号 温度/℃ 

1 75 

2 71.39608565 

3 64.1887333 

4 60.58529681 

… … 

151 37 

152 37 

3. 温度及时间限定下的改进模型 

以第 II 层织物厚度为优化目标，其在厚度坐标轴上左边界坐标为 1L ，右边界坐标为 2L ，目标函数：

2 1min L L− 。用 0-1 变量对温度统计超过 44 度的秒数记录： 

4

4

0, 44

1, 44
i

uT
tt

uT
t

∂ − ≤ ∂=  ∂ − >
 ∂

                                  (28) 

其中， 4T 表示第 IV 层最左侧温度。超过 44°C 的时间不超过 5 分钟，即
3600

1 300ii t
=

≤∑ ；工作 60 分钟内假

人皮肤外侧最高温度不超过 47℃，即 4 47uT
t

∂
− ≤
∂

；同时各层仍然满足热传递协调方程与边界条件。单目

标规划模型为： 

1 2min L L−  
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( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

3
3

1
1 0

0

1 1

3
3 3

4 4
1

|

1

, 1, 4

, 2,3

s.t.

, 1, 2, 4
100 100

,0 , , , 1

i i ri
i

i i
i

c x
x

c c air

r x L
x L

i i
ri R air i

i i i i

u u q
c k i

t x x x
u u

c k i
t x x
uk q
x

q h T T S

u
k q

x

T T
q S i

u x U x x L L i

ρ

ρ

α

=
=

=
=

+

−

∂ ∂ ∂∂  = + = ∂ ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂∂

= =
∂ ∂ ∂

∂
− =

∂

= −

∂
− =

∂

    = − =    
  



  
= ∈



 

=



( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2

1 3

4

3600
1

, 4

, , 0,

, , 0,

47

300

i i i

i i i

ii

u L t U t t T

u L t U t t T
uT
t
t

+

−

=























= ∈
 = ∈
 ∂

− ≤
∂

 ≤∑                      (29) 

其中，c 是比热，ρ 是密度， iu 是第 i 层的温度， iT 是第 i 层左侧温度.规定 0 0L = ， 5 phyT T= ， 5 phyU U= 。 
该问题为一维模型，选用二分法解得第 II 层织物最优厚度为 10.6 mm，假人皮肤外侧温度超过 44℃

的总时 287 st = ，假人皮肤外侧温度时间分布表部分摘录如表 2。 
 

Table 2. Temperature-time distribution table outside the skin 
表 2. 假人皮肤外侧温度时间分布表 

时刻/s 温度/℃ 

1 37 

2 37 

… … 

3599 44.69391 

3600 44.69634 

4. 最优厚度的确定 

4.1. 模型建立 

专用服装质量应尽可能轻，织物用料尽可能少，优先选取质量较小方案。第 II 层织物左边界坐标为 1L ，

右边界坐标为 2L ；第 IV 层织物左边界坐标为 3L ，右边界坐标为 4L 。目标函数为 

( ) ( )2 2 1 4 4 3min L L L Lω ω− + − ，其中 2 4,ω ω 为第 II 层织物与第 IV 层缝隙质量的权重。考虑质量时，要保

证两层的厚度和以及体积和为定值，设为 1 2,C C ；考虑体积时，设两层的厚度和以及质量和为定值 3 4,C C ；

考虑厚度时，保证两层的体积和以及质量和为定值，设为 5 6,C C ；在模型中增加约束条件如下：1) 体积

约束条件： ( ) ( )2 1 4 3 1S L L S L L C− + − = ，S 为两层相同的表面积；2) 厚度约束条件： 2 1 4 3 2L L L L C− + − = ，
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2 1 4 3 3L L L L C− + − = 。3) 质量约束条件： ( ) ( )1 2 1 2 4 3 4S L L S L L Cρ ρ− + − = ，其中 S 为两层相同的表面积；

4) 厚度约束条件： ( ) ( )2 2 1 4 4 3 6S L L S L L Cρ ρ− + − = 。5) 环境为 80℃时，人体外侧皮肤温度不超过 47℃：

4 47u tT − ∂ ∂ ≤ ；6) 超过 44℃的时间不超过 5 分钟：
1800

1 300ii t
=

≤∑ 。为使服装所占空间尽可能小，优先

选取体积较小方案。此时 2 4,ω ω 为第 II 层织物与第 IV 层缝隙体积的权重。为使皮肤表面温度尽可能快的

达到稳定，在其他条件同等的情况下下优先选取厚度较小方案。此时 2 4,ω ω 为第 II 层织物与第 IV 层缝隙

厚度的权重。 

4.2. 模型求解 

4.2.1. 着重考虑服装质量因素 
在满足体积及厚度等约束条件下要保证两层织物的总质量 M 最小，质量为密度与体积的乘积，体积

为织物表面积与厚度的乘积，建立如下质量表达式： 

( ) ( )2 4 2 2 4 1 2 2 4 2 4 1M m m SV S C V SV SCρ λρ ρ ρ ρ= + = + − = − +               (30) 

其中 iV 为第 i 层体积， im 为第 i 层质量，M 为第 II 层和第 IV 层的总质量， iρ 为第 i 层密度，代入数据

得： 2 1860.82 1.18M SV SC= + ， 2V 越小越好，同时 ( )2 2 1V S L L= − ，第 II 层权重应较小，即： 

( ) ( )
2 2 2 2

4 4 1 2 1 2

862
1.18

m V V
m C V C V

ρ
ρ

= =
− −

                         (31) 

4.2.2. 着重考虑服装体积因素 
考虑体积因素同样需要满足总质量和总厚度为定值等约束条件，利用质量与体积的关系建立总体积

表达式： 

( )1 4 2 4 22 4 2
2 4

2 4 2 4

m Cm C mV V V
ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ
− +−

= + = + =                     (32) 

其中 V 为第 II 层和第 IV 层的总体积，依附件一所给数据 2 3862 kg mρ = ， 4 31.18 kg mρ = ，将其代入上 

式得 2 4860.82 862
1017.16

m CV − +
= ， 2m 较大，同时 ( )2 2 2 1m S L Lρ= − ，第 II 层权重较大，确定 2 4: 0.65 : 0.35ω ω = ， 

将该权重代入目标函数： 

( ) ( )2 1 4 3min 0.65 0.35L L L L− + −                           (33) 

4.2.3. 着重考虑服装厚度因素 
此种情况下优化目标为服装厚度，在保证总质量和总体积为定值的情况下使服装厚度 D 尽量小，利

用织物体积与织物表面积之间的关系建立如下厚度表达式： 

5 2 5 22
2 1 4 3

2C V C VVD L L L L
S S S

− −
= − + − = + =                     (34) 

其中 S 为每一层表面积，同时 ( )2 2 1V S L L= − ，即 2 4: 0.5 : 0.5ω ω = 。 
本题属函数优化问题，随问题规模的增大组合优化问题的搜索空间剧增，在目前的计算上用枚举法

或二分法很难求出最优解。对这类复杂的问题应把主要精力放在寻求满意解上，而遗传算法是寻求这种

满意解的最佳工具之一。侧重服装质量时 2 411.4 mm, 1.6 mm, 245 sd d t= = = ；侧重服装体积时 

2 49.8 mm, 5.8 mm, 266 sd d t= = = ；侧重服装厚度时 2 410.7 mm, 20 mm, 263 sd d t= = = 。 
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5. 结论 

本文的主要工作在于，首先，根据热传导的三种方式及能量守恒定律建立各层织物间热传导模型。

在实际情况中，服装内部空气流动及人体汗液蒸发等都会对热传递产生影响，因此，本文定义了补偿函

数 H，使仿真结果尽可能贴近测量值。将有限差分的思想对热传导模型进行求解，并用最小二乘拟合使

仿真所得人体表面温度与附件 2 测量数据的均方误差尽可能小。其次，以第 II 层织物厚度最小作优化目

标，通过调整厚度，控制人体表面温度不超过 47℃，且超过 44℃的时间不超过 5 分钟，以此建立不等式

约束，同时根据修正后的一维热传导方程建立非完整约束。并以第 II 层织物厚度为决策变量构建非线性

规划模型。最后，分别从服装总厚度，总质量和总体积出发，确定目标函数，寻找不同目标下的最优厚

度并用遗传算法进行求解。 
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