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摘  要 

本文我们研究一类无限Abel群，它仅有一个无限子群，即这个群本身。本文首先讨论了这种Abel群的结

构和性质，然后给出和这种群有关的两个定理，及相应的证明。 
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Abstract 
In this paper, we study a class of infinite Abel group, which has only one infinite subgroup, that is, 
the group itself. Here we first discuss the structure and properties of this Abel group, and then 
give two theorems related to this group, and the corresponding proofs of the theorems. 
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1. 引言 

在群的研究中，有限群的结构通常比较复杂，除非是一些特殊的群如循环群等。相对而言有限 Abel
群的结构较为简单，易于分析和研究，是最早研究也是研究的最彻底的一类群。但无限 Abel 群的结构就

显得很复杂了，无限 Abel 群的分类至今也没有完成，对无限 Abel 群的研究不仅是群论中的一个重要且

有意义的问题，并且对解决一些拓扑曲面上的问题也非常有帮助[1]。 
本文主要研究一类特殊的无限 Abel 群，这类 Abel 群的真子群的阶都是有限的。首先，这类群是存

在的，例子可以详见下文。这自然的会引出两个问题，对于有这种性质的群，一共会有多少种同构类？

它们有着什么共同的性质？关于这两个问题本文得到的主要结果是： 
定理 1. 如果一个无限 Abel 群仅存在一个无限子群，即这个群本身，那么这个群必然与 ( )Z p∞ 同构

( ( )Z p∞ 的定义见下文)。 

定理 2. 设 Q 为有理数集，Z 为整数集，则商群
p

p
ZQ Z ∞

∈
≅ ⊕


 (表示全体素数的集合)。 

2. 预备知识 

本文使用的符号和术语都是标准的。 
定义 1.1. 令 p 为一个素数，Q 为有理数集，Z 为整数集，定义商群 Q/Z 中的群运算为普通加法，Q/Z 

的无限子群 ( )Z p∞ 为： ( ) { }| , , 0kZ p a p Q Z a k Z k∞ = ∈ ∈ ≥ 。 

且 ( )Z p∞ 有以下性质成立[2]： 

1) ( ) , ,ia Z p a p i Z∞∀ ∈ = ∈ 。 

2) 任取 ( )Z p∞ 的真子群 H，存在某个整数 k 使得 1 kH p= ，自然的，所有 ( )Z p∞ 的真子群都是

有限群。 
3) 任取 ( )Z p∞ 的真子群 H，有 ( ) ( )Z p H Z p∞ ∞≅ 成立。 

定义 1.2. Abel 群族{ }|iG i λ∈ 的直积记为： i
i

G
λ∈
⊕ ，其中 i

i
G

λ∈
⊕ 的元素定义为{ ( ): |i i

i
x G x i G

λ
λ

∈

→ ∈


，

并且对除了有限个元之外的所有 ( )x i 都为单位元}。对 , i
i

x y G
λ∈

∈⊕ 定义群加法运算：( )( ) ( ) ( )x y i x i y i+ = + 。 

本文的讨论中需要用到以下两个已知的结果。 
命题 1.1. 有限 Abel 群分解定理[3]：有限 Abel 群可以分解阶为素数的方幂的循环子群的内直积，且

这样的分解方法是唯一的。 
命题 1.2. Zorn 引理[4]：在一个非空偏序集中，如果任意链都有上界，那么这个偏序集必然存在极大

元。 

3. 证明 

本文利用关于群的基础知识，可以得到以下两个定理。 
定理 1.如果一个无限 Abel 群仅存在一个无限子群(即这个群本身)，那么这个群必然与 ( )Z p∞ 同构。 
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证明：令 G 为满足定理 1 假设的一个无限 Abel 群，任取 G 中的真子群 1G ，考虑到 1G 是有限群，所

以必然存在 G 的中的元素 a 满足 1a G G∈ − ，记 2 1,G G a= ，接下来用完全同样的办法添加 G 中元素得

到 3 4, ,G G ，如此便构成了一个有限群包含链，即： 1 2 nG G G< < < < ，可见这一个升链不会终止于

有限项，即 G 并不满足 A.C.C 条件。利用 Zorn 引理的逆否命题，我们知道，定义集合包含关系为偏序，

真子群的集合中不存在极大元，也就是说构造出的这条有限群包含链是无限长的。 

1) 先证
1

n
n

GG
∞

=

=


：
1

l n
n

Gx G
∞

=

∀ ∈ ⊂


，
1

m n
n

Gy G
∞

=

∀ ∈ ⊂


，不妨认为 m l> ，则 mx G∈ ，所以 

1
m n

n
Gx y G

∞

=

− ∈ ⊂


，所以
1

n
n

G
∞

=


是 G 的子群，而
1

n
n

G
∞

=


不是有限群，所以由定义
1

n
n

GG
∞

=

=


。 

2) 对所有的 n， nG 都是循环 P-群：对包含链 1 2 nG G G⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ，把这些群都分解为循环 P-群
的内直积，如果某一项 kG ，可以被分解为两个或以上循环 P-群的内直积，不妨记为： k a bG G G= ⋅ ，对

任意包含 kG 的群 mG ，必然有 a mG G⊂ ， b mG G⊂ ， a bG G e∩ = ，利用有限 Abel 群分解定理， mG 的分解

式中也必然直接或间接的包含 aG 和 bG 这两个循环 P-群，记为： 1m A B m mlG G G G G= ⋅ ⋅  ，其中 a AG G⊂ ，

b BG G⊂ ，通过这种分析也可以得到推论，分解式的长度是单调递增的。模仿分析学中对无限的定义，

考虑分解式的长度(或者说符号 ⋅的个数)是否会随着 m 的增加而趋于无穷，分为两种情况讨论： 

情况 1，若分解式无限变长，考虑集合 1i ix
i m

H G G
∞

=

= 



 (x 的大小和 i 有关)，这个集合把所有分解式 

中不包含 aG 和 bG 的循环 P-群乘起来，这意味着 H 是一个群，分解式无限变长就可以推测 x 随着 i 增加

趋于无穷，所以 H 是无限群，而由 a ijG G e∩ =  (i 和 j 任取)知道 aG H 。又因为 aG G⊂ ，所以 H 是 G
的一个无穷真子群，这与假设矛盾。 

情况 2，若分解式长度有限，结合前面的推论：分解式的长度单调递增。所以从某一项开始分解式

的长度就达到最大值固定了，不妨认为从 mG 开始固定，且在分解式中循环 P-群个数为 n，在分解式 

1k k knG G G=  中，利用前面的分析知道有 ( )1 kik iG G+ ⊇ 成立，所以 kiG 随着 m 的增加单调递增，又考虑到

1lim limk k knk k
G G G

→∞ →∞
= ⋅ = ∞ ，这式子意味着必然有某项 kiG 随着 m 的增加趋于无穷，不妨认为

1lim kk
G

→∞
= ∞，考虑集合 1k

k m
H G

∞

=

=


，由包含关系 ( ) ( )1 1 1 2 1k k kG G G+ +⊂ ⊂ ⊂可以推出 H 是一个无限群，

而又有 ( )2 1, 1m kG G = ，所以 2 1m kG G ，进一步可以推出 2mG H ，又因为 2mG 是 G 的子群，所以 H G≠ ，

推出矛盾。 

3) ( )
1

n
n

ZG pG
∞

∞

=

= ≅


：因为 1n nG G +⊂ 是一列循环 P-群，在同构意义下可以用模 n 加法群来代替

表示它们，记做
1n nG GZ Z
+

⊂ ⊂，为了使这个包含关系成立，我们认为
nGk Z∈ 和

1

1
n

n
G

n

G
k Z

G +

+ ⋅ ∈ 是同

一个元素。 

定义映射 ( ):
nn Gf Z Z p∞→ 为 ( )n

n

xf x
G

= ，如果 1 2x x= ，那么 ( ) ( ) 1 2
1 2 0n n

n n

x xf x f x
G G

− = − = ，所以

( ) ( )1 2n nf x f x= ，所以 nf 是单映射。任取 | |,
nGx y Z∈ ，有 ( ) ( ) ( )

n n

x yf x f y f x y
G G

+ = + = + ，所以 nf 是

单同态映射。若
1n nG Gx Z Z
+

∈ ⊂ ，则 ( ) ( )1
1

1

n n
n n

n n

G G x xf x f x
G G

+
+

+

⋅
= = = ，所以 1nf + 可以看成是 nf 的延拓。 
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因此可以定义
1

n
n

f f
∞

=

=


，
1

nG
n

x Z
∞

=

∀ ∈


，若
kGx Z∈ ，定义 ( ) ( )kf x f x= 。直接由定义知道 f 的定义域

是
1

nG
n

Z
∞

=


。
1

a nG G
n

x Z Z
∞

=

∀ ∈ ⊂


，
1

b nG G
n

y Z Z
∞

=

∀ ∈ ⊂


，不妨认为 a b≥ ，则
aGy Z∈ ，所以有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a af x y f x y f x f y f x f y+ = + = + = + ，即 f 是个同态映射。又考虑到 nf 是单同态映射，即

( )ker 0 0nf = ，所以 ( ) ( )
1

ker k 00 er 0n
n

f f
∞

=

= =


，所以 f 还是单射。综合即有 f 是
1

nG
n

Z
∞

=


到 ( )Z p∞ 的同构

映射，所以 ( )
1

nG
n

Z pZ
∞

=

∞≅


，而由前面提到的，
nGZ 同构于 nG ，所以 ( )G Z p∞≅ 。 

定理 2. 设 Q 为有理数集，Z 为整数集，则商群
p

p
ZQ Z ∞

∈
≅ ⊕


 (代表全体素数)。 

证明：在证明开始前，有必要说明一下为什么对直和
p

p
Z ∞

∈
⊕


的定义中要求只有有限项不为 0，因为 

如果允许无穷项出现的话，上述直和中元素的个数就会有不可数多个，而商群 Q/Z 的个数是可数的，这

样是不可能同构的。 
建立

p
p

Z ∞
∈
⊕


到 Q/Z 的映射： ( )1 1: , , n nf a a a a→ + +  。 

可见有 ( ) ( )( )( )( )1 1 2 3, , , , ,n nf a a f f f a a a a=   成立，这意味着映射 f 可以分解为只有两个自变量

的形式，即： , x b y af
a b

x y
a b

  = 
⋅ + ⋅

 ⋅
，其中 ( ), 1a b = ，只需要要证明这种形式的映射是同构就足够了。 

1) f 是一个映射。 

当 1 2x x
a a
= 时， 1 2|a x x− ，有

( )1 21 2 1 2 0, ,
x x bx x x b y a x b y ay yf f

a b a b a b a b a b
− ⋅⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅   − = − = =    ⋅ ⋅ ⋅   

。所以

有 1 2, ,
x xy yf f
a b a b

   =   
   

，当 1 2y y
b b
= 时，利用同样的办法可以得到 1 2, ,

y yx xf f
a b a b

   =   
   

。 

2) f 是满射。因为 ,
f

a b
n n a bn
a b

+ → 
 ⋅

，利用简单的数论知识知道 a 和 b 互素可以推出 a b+ 和 a b× 互素，

这意味着元素
a bn
a b
+

⋅
⋅

会随着 n 的变化而取遍
0

a b⋅
到

1a b
a b
⋅ −
⋅

的所有元。 

3) f 是单射。 0c = 的充分且必要条件是 |a b x b y a⋅ ⋅ + ⋅ ，因此 ( )0 modx a= ， ( )0 mody b= ，故

( )ker 0, 0f = 。 

综上 f 是
p

p
Z ∞

∈
⊕


到 Q/Z 的一个同构映射，证明完毕。 
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