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摘  要 

本文通过对两个基础超几何级数恒等式的一系列变换，再对其应用q微分算子 ,
n
q aD ，推导出了两个终止

型的基础超几何级数恒等式。再将其中一个恒等式进行简单的字母代换后，和另外三个终止型的级数恒

等式联立起来，得到了三个新的恒等式。这三个新的恒等式是对已知恒等式的扩展，深入的研究将在以

后的研究中给出。 
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Abstract 
In this paper, we derive two terminating basic hypergeometric series identities by doing some 
transformations and applying q-difference operator ,

n
q aD  to two basic hypergeometric series 

identities. After we substitute some parameters in one of them, then combine other three termi-
nating identities with it, we derive three new identities. They are extensions of the ones already 
known, and further research will be given in future studies. 
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1. 引言 

自从G.-C. Rota和他的同事们将哑运算发展起来后[1] [2]，利用算子的方法研究基础超几何级数就吸

引了Goldman和Rota [3] [4]，Andrews [5]，Roman [6]的兴趣，它们在相应的文章中做了一系列的研究。

在算子后续的发展中，William Y. C. Chen 和 Zhi-Guo Liu 对一些特殊的算子做了研究。其中他们对添加

参数的算子研究颇深，利用这些特殊的算子去证明了一部分著名的恒等式[7]。算子作为一个证明恒等式

的工具，被国际上很多数学大家和学者拿来研究，其中 Zhi-Guo Liu 还利用算子以及莱布尼兹公式逐步推

导得到了几个很有价值的扩展式，其中一个扩展式推导出了著名的 Ramanujan θ 函数的相关函数[8]。算

子的应用对于基础超几何函数的研究至关重要。 
1997 年，William Y. C.和 Zhi-Guo Liu 介绍了一种建立在 q-移位算子和 q-微分算子基础上的算子

[9]，它出现在 Roman 的工作中[6]，William Y. C.和 Zhi-Guo Liu 用以下符号θ 来表示： 
1

qDθ η−=  

在这篇文章中还引入了一个由θ 算子构造的指数算子： 

( ) ( )
( )

2

0 ;

n
n

n n

b q
E b

q q
θ

θ

 
 
 ∞

=

= ∑  

其中 b 是一个参数。用欧拉等式来表示， ( )E bθ 也可写成 ( );b qθ
∞

− 。随后通过θ 算子的莱布尼兹公式，

得到了它的几个基本性质： 

( ){ } ( )( ); ;at q t at qθ
∞ ∞

= −  

( ){ } ( ) ( ); ;kk at q t at qθ
∞ ∞

= −  

从以上θ 算子的基本性质，又推导出了 ( )E bθ 指数算子的重要性质： 

( ) ( ){ } ( ); , ;E b at q at bt qθ
∞ ∞

=  

( ) ( ){ } ( )
( )
, , , ;

, ;
;

as at bs bt q
E b as at q

abst q q
θ ∞

∞
∞

=  

William Y. C.和 Zhi-Guo Liu 紧接着发表了第二篇文章[7]，文中构造了一个基于 qD 算子的 T 算子： 

( ) ( )
( )0 ;

n
q

q
n n

bD
T bD

q q

∞

=

= ∑  

以及它的两个基本性质： 
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( ) ( ) ( )
1 1
; , ;qT bD

at q at bt q
∞ ∞

   = 
  

 

( ) ( )
( )

( )
;1

, ; , , , ;q

abst q
T bD

as at q as at bs bt q
∞

∞ ∞

   = 
  

 

应用 T 算子，William Y. C.和 Zhi-Guo Liu 证明了著名的 q-Pfaff-Saalschütz 公式、高斯 2 1φ 求和公式

和欧拉转换公式的 Jackson q-模拟。用添加参数的方法，q-Pfaff-Saalschütz 公式可以很容易地从

q-Chu-Vandermonde 卷积公式中推导得到；高斯 2 1φ 求和公式可以由 Cauchy 二项式定理简单推导得到；

欧拉转换公式的 Jackson q-模拟也可以由 Cauchy 二项式定理的变形推导得到。 
2003 年，Zhi-Guo Liu 证明了如何使用 q-指数算子技术从 q-Chu-Vandermonde 卷积公式推导出 q-Hahn

多项式的转换公式[10]，用同样的方法，文中还证明了 Sears 的 3 2φ 转换公式，它可以从 Heine 的转换公

式的 Roger 迭代得到；以及著名的 Sears 的 4 3φ 转换公式，它可以从他的 3 2φ 转换公式推导得到。随后，同

样用算子技术，文中给出了三项 Sears 的 3 2φ 转换公式和 Andrews 的恒等式的新证明。 
2005 年，Zhizheng Zhang 和 Jun Wang 介绍了两个有趣的算子恒等式[11]，将它们和 q-指数算子技术

应用在了许多基础超几何级数及 q-积分的终止型求和公式中，推导出了许多 q-级数恒等式和 q-积分恒等

式。这篇文章首先引入了两个 n 阶算子： 

( )
( ) ( ) ( )

( )
2; ;

;
; ;

n
n n

n n

at q at q
v q t v q

av q av q q
θ

 
− 

∞ ∞ 

∞ ∞

   = 
  

 

( )
( ) ( )

( )
( )

;;
;

; ;

n
n n
q n

avq qav q
D t v t q

at q at q
∞ ∞

∞ ∞

   = 
  

 

接下来，这篇文章介绍了两个新的算子恒等式，它们是William Y. C.和Zhi-Guo Liu在前文中引入的

T 算子和 ( )E bθ 指数算子的推广： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

3 2

; ;
, ;

, , ; , , , , , ;

, ,
; ,

,

q

av q adstw v q
T dD av dv q

as at aw q as at aw ds dt dw q

v s v t v w
q adstw v

av dv
φ

∞ ∞
∞

∞ ∞

   = 
  

 
×  

 

 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) 3 2 2

, , ;
;

, ,; , , , ;
; ,

; ; ,

at as aw q
E d

av q

t v q as q awat q as aw ds dw q
q q

av q adsw q q q av q adsw

θ

φ

∞

∞

∞ ∞

∞ ∞

  
 
  

 
= ⋅  

 

 

2006 年，Jian-Ping Fang 构造了一个新的 q-指数算子[12]： 

( ) ( )
( )1 0

0

;
; ,

;

n
n

n n

b q cb
q c

q q
θ

φ θ
∞

=

− 
− = − 

∑  

并且推导得到了许多算子恒等式： 

( )
( )

( )
( )1 0 3 2

, ; , , ; , ,
; , ; ,

,; , ;
as at q as at bct qb b s w q at

q c q q
q ct q awaw q aw ct q

φ θ φ∞ ∞

∞ ∞

     − =    −     
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( )
( )

( )
( )1 0 2 1

; ; ,
; , ; ,

; ;
as q as qb b s w

q c q qc a
q awaw q aw q

φ θ φ∞ ∞

∞ ∞

     − =    −     
 

( ){ } ( )
( )1 0

, ;
; , ;

;
as bcs qb

q c as q
cs q

φ θ ∞
∞

∞

 
− = − 

 

应用这些算子恒等式，他给出了 Jackson 的 2 2φ 转换公式的一个形式扩展式。同时，通过算子技术，

他还推导得出了 Bailey 的 3 3ψ 求和公式的形式扩展式，以及 Sears 终止型平衡 4 3φ 转换公式的扩展。 
2007 年，Vincent Y. B. Chen，Nancy S. S. Gu 介绍了 Cauchy 扩充算子[13]： 

( ) ( )
( ) ( )

0

;
, ;

;
nn

q q
n n

a q
T a b D bD

q q

∞

=

= ∑  

很明显，这个 Canchy 算子包含两个参数，它可作为算子 ( )qT bD 的推广。 

接着，他们令算子 ( ), ; qT a b D 作用在参数 c 上，以下恒等式是 Cauchy q-二项式定理的结果： 

( ) ( )
( )
( )

;1, ;
; , ;q

abt q
T a b D

ct q bt ct q
∞

∞ ∞

   = 
  

 

其中 1bt < 。 

( ) ( )
( )

( ) 2 1

; ,1, ; ; ,
, ; , , ;q

abt q a ct
T a b D q bs

abtcs ct q bt cs ct q
φ∞

∞ ∞

     =   
   

 

其中 { }max , 1bs bt < 。 

( ) ( )
( )

( )
( ) 3 2

; , ; , ,
, ; ; ,

,, ; , , ;q

cv q abs cv q a cs v t
T a b D q bt

abs cvcs ct q bs cs ct q
φ∞ ∞

∞ ∞

     =   
   

 

其中 { }max , 1bs bt < 。 

在许多算子恒等式中，利用许多参数的对称性，Vincent Y. B. Chen 和 Nancy S. S. Gu 很容易推导出

了 Heine’s 2 1φ 转换公式和 Sears’ 3 2φ 转换公式。应用这些算子恒等式，他们还得到了 Askey-Wilson 积

分、Askey-Roy 积分、Sears 两项求和公式的推广。 
2016 年，在前人研究的基础上，Nadia Na Li 和 Wei Tan 构造了两个带有三个参数的 q-指数算子的推

广[14]： 

( )
( ) ( )

0

, ;,
;

, ;
nn

x x
n n

u v qu v
T q tD tD

w q w q

∞

=

 
= 

 
∑  

( )
( ) ( )

0

, ;,
;

, ;
nn

x x
n n

u v qu v
E q t t

w q w q
θ θ

∞

=

 
= 

 
∑  

并且得到了许多算子恒等式： 

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

, 0

;,
;

, ;

, ; , ;;
, ; ; ; , ;

x

k nn k k

n k n n k k

xa qu v
T q tD

w xb xc q

u v q a b xc qxa q
bt tc

xb xc q q q w q q xa q

∞

∞

+∞

≥∞ +

    
  

    

= ∑
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( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) 2

, 0

, ;,
;

;

, ; , ;, ;
1

; ; ; , ;

x

k
nkn n kn k k

n k n k n k

xa xc qu v
E q t

w xb q

u v q a b q xc qxa xc q
tc q

xb q w q q q q q xb q

θ ∞

∞

 
− − ++∞  

≥∞ +

    
  

    

= −∑
 

( )( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

0 , 0

, ;,
;

, ;

, ;, ; , ;; ;
, ; , ; ; ; , ;

i j

n
x

kn k
n iji j j kn k

n
k i jk i j

P x y a xc qu v
T q tD

w xa xb q

c b q xa qq xa q q u v qy q xc q
tb q ta

xa xb q q y q q q w q q xc qa
+

∞

∞

−
+∞

= ≥∞

    
  

    

= ∑ ∑
 

(其中 ( ) ( ), ;n
n nP a b a b a q= )。 

( )( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

0

2
1

, 0

, , ;,
;

;

, ;; , ;
; , ;

, ;, ;
1

; ; , ;

n
x

n k
n

n k
n

k k

k j
iji j ii j j

k
i j i i j j

P x y a xb xc qu v
E q t

w xa q

q xa q qy q xc xb q
xa q q y qa

cq a q xb qu v q
bt q

q q w q q q xa q

θ ∞

∞

−

∞

=∞

−  
− − ++  

−
≥ +

    
  

    

=

× −

∑

∑

 

(其中 ( ) ( ), ;n
n nP a b a b a q= )。 

应用上面这几个算子恒等式，Nadia Na Li 和 Wei Tan 推导出了两个 q-Gauss 和式的形式扩展式，以

及 q-Chu-Vandermonde 和式的推广。 
2019 年，Husam L. Saad 和 Sadeq M. Khalaf 推广了 Nadia Na Li 和 Wei Tan 构造的两个带有三个参数

的 q-指数算子，得到了以下一个新的推广 q-算子[15]： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

11 2

01 1

, , ;, ,
; , 1

, , , , ; ;

s rk k
krr k

r s
ks s kk

a a q ca a
q c q

b b b b q q q
θ

φ θ

+ −
 ∞  
 

=

 −   − = − 
    

∑




 

 

以及以下几个算子恒等式： 

( ){ } ( ) ( )
( )

( )
( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

0 01

1

2 2

, ,
; , , ; , ;

, , ;

;
1 1

;

k
r

r s k j
j ks k

s r s rk j
k j jj kj s r

j

a a ct
q c au at q au at q W

b b q q

q at q
q actu q q q

q q

φ θ
∞ ∞

+∞ ∞
= =

+ − −
   
    −   

 
− = 

 

   
   × − −
      

∑∑




 

( ){ } ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

0 01

1

2 2

, ,
; , ; ;

, , ;

, ;
1 1

;

kn
r n n

r s k j
j ks k

s r s rnk j
k j jj kj s r

j

a a ct
q c a at q a at q W

b b q q

q q at q
q ct q q

q q

φ θ
∞

+∞ ∞
= =

+ − −−   
    −   

 
− = 

 

   
   × − −
      

∑∑




 

应用这些算子恒等式，Husam L. Saad 和 Sadeq M. Khalaf 得到了一些推广的恒等式。 
算子的研究还有很多很多，前人应用各种算子证明了不少著名的恒等式，还得到了很多新的恒等式，
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算子的意义非同小可。本文将简单应用两个算子，推得了几个新的恒等式。 

2. 预备知识 

本文用[16]中的 q 记号，假设 1q < ，q-移位阶乘被定义为： 

( )0; 1a q = , ( ) ( )
1

0
; 1

n
k

n
k

a q aq
−

=

= −∏ , ( ) ( )
0

; 1 k

k
a q aq

∞

∞
=

= −∏ , 1, 2,n =   

对任意正整数 n，q-移位阶乘 ( ); na q 有以下形式： 

( ) ( )
( )

;
;

;n n

a q
a q

aq q
∞

∞

=                                  (1.1) 

( ) ( )2
2, ; ; nn

a aq q a q=                                 (1.2) 

为方便，多个阶乘可写成以下形式： 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2, , , ; ; ; ;m mn nn n
a a a q a q a q a q=   

基础超几何级数 +1r rφ 被定义为： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 11 2 1
1

01 2 1 2

; ; ;, , ,
; ,

, , , ; ; ; ;
rr nn n n

r r
nr rn n n n

a q a q a qa a a
q z z

b b b q q b q b q b q
φ

∞
++

+
=

 
= 

 
∑




 

              (1.3) 

其中 0q ≠ 。 
关于 x 的 q 微分算子被定义为： 

( ){ } ( ) ( )
,q x

f x f xq
D f x

x
−

=  

以上 q 微分算子的两个性质[17]： 

( )
( )

( )
( ),

;;
;

; ;

n
n n
q x

n

txq qtx q tD s q
sx q s sx q

∞ ∞

∞ ∞

    =   
   

                          (1.4) 

( ) ( ),
1
; ;

n
n
q x

sD
sx q sx q

∞ ∞

   = 
  

                                (1.5) 

3. 微分算子的应用 

定理 1 若 k 为任意非负整数，则有： 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2

2 2 2 2
0 0

, , ; ,

, ; ; , ;

n nk n k n
k k

n n
n

n n
n n k n

b b q q zq q q z q

b q q zq q b q b q

− −

= =
−

− −
=∑ ∑  

证明：在参考文献[9]中，第 100 页练习题 3.2 (i)： 

( )
( ) ( )2 2 2

3 2 2 12

, , ;
; , , ; ; ,

;,

a b b z q
q z a aq qb q z

az qb az
φ φ∞

∞

− 
− = 

 
, 1z <  

由(1.1)，(1.2)，(1.3)，上式可写成以下形式： 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2 2
0 0

, ; ;1
; , ; ; , ; ;

n n n
n

n n
n n

n n

b b q z azq q z
z q b q q aq q b q q q aq q

∞ ∞
∞

= =∞ ∞ ∞

− −
=∑ ∑  
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在以上等式左右两边同时应用算子 ,
n
q aD ，有： 

( )
( ) ( )

( )
( )
( ) ( ) ( )

2

, ,2 2 2 2 2
0 0

;, ;1 1
; , ; ; , ; ;

nn n
n nn
q a q an n

n n
n n

azq qb b q z zD D
z q b q q aq q b q q q aq q

∞ ∞
∞

= =∞ ∞ ∞

   − −    =   
      

∑ ∑         (1.6) 

由(1.4)和(1.5)，可得： 

( )
( ) ( )

( )
( )

2
2

,

; ;
;

; ;

n n
n n
q a nn n

azq q azq q
D q z q

aq q aq q
∞ ∞

∞ ∞

   = 
  

                        (1.7) 

( ) ( )
22

, 2 2

1
; ;

n
n
q a n n

qD
aq q aq q

∞ ∞

   = 
  

                             (1.8) 

将(1.7) (1.8)代入(1.6)，并再次运用(1.1)，有： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2 2
2

2 2 2 2
0 0

, , ; ; ;

, ; ; , ;

n nn n n
n n

n
n n

n n

b b a q zq azq q a q z q

b q q zq q b q q q

∞ ∞
∞

= =
∞

− −
=∑ ∑  

在上式中，令 ka q−= ，其中 k 为任意非负整数，就可得到定理 1 的等式。 

定理 2  

( )2 1 2 1

, ;
, ,

; , ; ,
, ;

n n
n n

c bz q
q b q bbq q z q q z

c z qc bz
φ φ

− −
∞

∞

 
     =   

   
                   (1.9) 

证明：在参考文献[9]中第 359 页，(III.2)： 

( ) ( )2 1 2 1

, ;
, ; ; , , ; ; ,

, ;

c bz q
b abz ca b c q z b bz q
c z q c b

φ φ∞

∞

 
    =  

 
 

由 q 转换公式(1.1)，上式可写为以下形式： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )0 0

, ; ;;; ;
, ; ; ;, ; ; ;

n

n n
n

nn
n n n nn

c abzcbz q qb qb q z a q b cb
c z q bz q q q abzqc q q aq q q

c

∞ ∞
∞ ∞ ∞

= =∞∞

∞

    
        =

 
 
 

∑ ∑  

在以上等式左右两边同时应用算子 ,
n
q aD ，有： 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( ), ,
0 0

, ; ;;; ;
, ; , ; ; ;; ;

n

n n
n nn
q a q a nn

n nn n n

c abzcbz q qb qb q z a q b cbD D
c q q c z q bz q q q abzqaq q q

c

∞ ∞
∞ ∞ ∞

= =∞∞

∞

                    =   
          

∑ ∑        (1.10) 

由(1.4)可知： 

( )
( ) ( )2

,

;
;

;
n n n
q a n n

a q
D q q q

aq q
−∞

∞

   = 
  

                           (1.11) 
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( ),

;
;

;

nn
n n
q a n n

abz q
c bzqD q q

cabzq q
c

−∞

∞

         =   
        

                       (1.12) 

将(1.11)，(1.12)代入(1.10)，便完成了定理 2 的证明。 
在参考文献[9]中第 359 页式 6、7、8： 

( ) ( )

( )

( )

1 1 1 1
2 1 3 2

3 2 1

3 1 1

;
, ; ; , , , ; ,0; ,

;

; , ,
; ,

;
,0

; , ,
; ,

;

n
n n n nn

n

n
n

n
n

n

n

nn
n

n

c q
b bz qq b c q z q c q bc q q q
c q q z

c bzqq q bb c q q
c q bq

c
c qq q b
b zzb q
c q cbq

c

φ φ

φ

φ

− − − − − −

−
−

−

−

−

 
      =    

  

  
      =

 
 
 

   
      =

 
 
 

 

在以上三个式子中，都令 nz zq= ，再分别联立(1.9)，得到以下三个定理： 
定理 3 

( ) ( )

1

1
1

3 2 2 11

1 , ;, ,
,

; , ; ,
, ;

,0

nn
n

nnnn n
nn

cqq bz qq b q bcq zbq z q q q q z
bzcq z qbq

c

φ φ

−
−

−−
− ∞

−
∞

  
       =      

 

 

定理 4 

( )3 2 2 11

, ;, ,
,

; , ; ,
, ;,0

n
n

n
n

n n

cqbz bz qq b b q bc q q q q z
bq bzcq z q

c

φ φ

−
−

∞
−

∞

          =  
    
 

 

定理 5 

( )
1

3 1 2 11

1 , ;, ,
,

; , ; ,
, ;

n
n

n nn
n n

nn

cq bz qq b
bzq q bq zb q q q z

c bzcq z qbq
c

φ φ

−
− −

∞
−

∞

  
       =     

 
 

 

显然，以上三个定理是成立的，本文不做证明。 

4. 结论 

本文通过两个 q 微分算子，得到了几个不同的恒等式，可以进一步思考，能不能利用这几个恒等式

得到基础超几何级数中著名的恒等式。 
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