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摘  要 

胞腔代数的出现完满地解答了表示论中的一个最基本的问题——确定不可约表示的参数集。Graham和

Lehrer利用胞腔基给出了胞腔代数的定义，König和Xi则是利用胞腔理想链给出了胞腔代数的等价定义。

通过胞腔理想链的定义，可以更好地研究胞腔代数的结构和同调性质。由于正则半群是一类重要的半群，

它构成了半群代数理论的主要研究领域之一。因此本文将从胞腔代数的胞腔理想链出发，去研究正则半

群代数的双边理想链。本文的主要结果是若正则半群代数具有一条胞腔理想链时，则某些极大子群的群

代数都具有一条双边理想链，相反，当某些极大子群的群代数都具有一条胞腔理想链时，正则半群代数

将会具有一条与其相关的双边理想链。由于胞腔理想链也是双边理想链，因此研究代数的双边理想链对

研究代数的胞腔性是很有帮助的。 
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Abstract 
The emergence of cellular algebras has solved one of the most basic problems in representation 
theory that determines parameter set of irreducible representation. Graham and Lehrer gave the 
definition of cellular algebras by using cellular basis; König and Xi gave the equivalent definition 
of cellular algebras by using the chain of cellular ideals. The structure and homology properties of 
cellular algebras can be better studied through the definition of the chain of cellular ideals. Regu-
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lar semigroup is an important kind of semigroup, which constitutes one of the main research 
fields of the theory of semigroup algebras. In this paper we will study the chains of two-sided 
ideals of regular semigroup algebras from the chains of cellular ideals of cellular algebras. The 
main result of this paper is that if the semigroup algebra of a regular semigroup has the chain of 
cellular ideals, the group algebras of certain maximal subgroups all have the chains of two-sided 
ideals, and conversely, when the group algebras of certain maximal subgroups all have the chains 
of cellular ideals, the semigroup algebra of a regular semigroup will have the chain of two-sided 
ideals associated with them. Since the chains of cellular ideals are also the chains of two-sided 
ideals, it is helpful to study the chains of two-sided ideals of algebras to study the cellularity of al-
gebras. 
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1. 引言 

胞腔代数的出现完满地解答了表示论中的一个最基本的问题——确定不可约表示的参数集。

Kazhdan-Lusztig 在文献[1]中研究 Hecke 代数的表示理论时，引入了 Kazhdan-Lusztig 基，通过这组基，

他们确定了不可约表示和一些相关问题。受到A-型Hecke代数这组基的乘法性质的启发，Graham和Lehrer
在文献[2]中首次引入了胞腔代数的概念；Xi 和 König 在文献[3]中给出了胞腔代数的一种全新等价定义，

即胞腔代数 A 将会有一个 R-模分解，并且将会根据这个 R-模分解来构造出一条胞腔理想链，同理，如果

能够在代数 A 上构造出一条胞腔理想链，那么这个代数就是一个胞腔代数。通过胞腔理想链，可以更好

地研究和理解胞腔代数的结构和同调性质。由于胞腔理想链也是双边理想链，因此研究双边理想链有助

于研究代数的胞腔性。正则半群是一类重要的半群，它构成了半群代数理论的主要研究领域之一。因此

本文将对正则半群代数的双边理想链进行研究，探索该双边理想链与某些极大子群的群代数的胞腔理想

链之间的关系。 

2. 预备知识 

在这一节中，我们给出本文需要得一些关于半群和胞腔代数的基本概念和定义。本文的 R 将表示一

个具有单位元的交换环，∆将表示理想∆的生成元，并且把代数 A 的 R-线性反自同构 ( )2 idδ δ = 叫做 R-
对合。本节未提及的概念和定义请见参考文献[4] [5]。 

我们首先回顾一下关于半群的一些定义和结论。 
设 S 是一个半群， ( )E S 是 S 的全部幂等元所组成的集合，如果半群 S 没有单位元，则用 1S 表示半群

S 并上一个单位元，否则， 1S S= 。S 上的格林关系[6] , , ,R L J H 和在半群理论中起着十分重要的作用，

对于 ,a b S∈ ，有： 

1 1a b aS bS⇔ =  
1 1a b S a S b⇔ =  

1 1 1 1a b S aS S bS⇔ =  
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= ∩    

= ∨    

当 S 是一个有限半群时，格林关系 =  。设是 S 的格林关系之一，取 aK 为 S 的 -类并且包括 a，S 
为 S 的全部的类所组成的集合。我们定义： 

1 1
a baS bS R R⇒⊆ ≤  

1 1
a bS a S b L L⇒⊆ ≤  

1 1 1 1
a bS aS S bS J J⇒⊆ ≤  

因此，可得集合 S 、 S 和 S  上的偏序集。 
设 S 是一个半群，如果对任意的 a S∈ ，存在 ( ),e f E S∈ ， a e 且 a f ，则称 S 为正则半群。 
设 S 是一个含有零元的半群，如果对任意 { }\ 0a S∈ ，有 SaS S= ，那么称半群 S 为完全 0-单半群。 
设 G 是一个群，Ι和Λ是非空的集合， ( )kP pλ= 是 { }0 0G G= ∪∶ 上的一个正则 IΛ× 矩阵，其中 P 的

每一行和每一列都至少包含 G 中的一个元素。设 ( ) { }0S G I= × ×Λ ∪ ，定义 S 上的乘法，任意 ,a b G∈ ，

,k l I∈ ， ,λ µ ∈Λ，有： 

( )( ) ( ), , 0;
, , , ,

0 0;
l l

l

ap b k p
a k b l

p
λ λ

λ

µ
λ µ

 ≠= 
=

 

并且 ( ) ( ), , 0 0 , , 00 0a k a kλ λ= = = 。如上定义的 S 是一个完全 0-单半群，我们将用 ( )0 , , ;G I PΛ 来

表示。在 ( )0 , , ;G I PΛ 中，我们可以假设 { }0I Λ =∩ ， ( ),0,0G G= ， 0,0p e= ，其中 e 是 G 的单位元。

此外对于 ( )0 , , ;G I PΛ 的任意非零极大子群 G′ ，我们有 ( ) ( )0 0, , ; , , ;G I P G I P′Λ Λ�  。本文的

( )0 , , ;G I PΛ 总是满足上述假设。 
设 S 是一个含有零元的半群且 { }\ 0a S∈ 。令 { }0a aS J= ∪ ， 0 aJ∉ ，则在 aS 上定义运算 �，任意

, ax y J∈ ： 

;
0 ;

a

a

xy xy J
x y

xy J
∈

=  ∉
�  

其中 xy 是 x 和 y 在 S 上的乘积。显然，( ),aS � 是一个具有零元 0 的半群。称 aS 为 S 的由 a 决定的主因子。

注意到，有限正则半群 S 的每一个主因子都是一个完全 0-单半群。 
任意 a S∈ ，则 ( ) { }1 1 1 1 1 1|I a b S aS S bS S aS= ∈ ⊂∶ 是 1 1S aS 的一个理想，显然， ( )1 1

aS aS J I a= �∪ 。 
如果 ( ),S ⋅ 是一个具有零元θ 的半群， [ ]R S 是域 R 上的向量空间，并且对于任意 r R∈ ， [ ],u v R S∈ ，

有 ( ) ( ) ( )r u v ru v u rv⋅ = ⋅ = ⋅ ，则 [ ]R S 是半群代数。定义 [ ] [ ] [ ]0R S R S R θ= 。我们称 R-代数 [ ]0R S 是 R 上

的 S 的压缩半群代数。若 S 没有零元，则 [ ] [ ]0R S R S= 。设 [ ]0a R S∈ ，即 { }\ ss Sa r sθ∈
= ∑ 。定义 a 的支撑

集合： 

( ) { }{ }\ | 0ssupp a s S rθ= ∈ ≠ 。 

引理 2.1 [7] 
设 S 是一个半群： 
1) 若 ,a x S∈ ，则 axa J∈ 或 ( )xa I a∈ 。同理， aax J∈ 或 ( )ax I a∈ ； 
2) 取 2,a e e S= ∈ 。若 a e ，则 a ea= 。同理，若 a e ，则 a ae= 。 
引理 2.2 [7] 
任意 ( ) ( ) ( )0, , , , , , , ;a k b l G I Pλ µ ∈ Λ ，有如下三个等价论述： 
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1) ( ) ( ), , , ,a k b l k lλ µ ⇔ = ； 
2) ( ) ( ), , , ,a k b lλ µ λ µ⇔ = ； 
3) ( ) ( ), , , , ,a k b l k lλ µ λ µ⇔ = = 。 
定义 2.3 [3] 
设 A 是一个具有单位元的 R-代数，这里的 R 是一个 Noether 整环，设 : A Aδ → 是 A 上的 R-对合，J

是 A 的一个理想。若 J 是一个胞腔理想，则它满足： 
1) ( )J Jδ = ，即对任意的 a J∈ 都有 ( )a Jδ ∈ ； 
2) 存在 A 的一个左理想∆，它是有限秩的自由 R-模，以及一个 A-A-同构 ( ): kJα δ→ ∆⊗ ∆ ，使得

下图交换： 
 

 
 
定义 2.4 [3] 
设 A 是一个 R-代数，且δ 是 A 上的一个对合。则 A 称为胞腔代数，如果存在 A 的一个 R-模分解

1 2 nA D D D′ ′ ′= ⊕ ⊕ ⊕� (有限直和)满足： 
1) 对任意的 j， ( )j jD Dδ ′ ′= ； 
2) 令 1

j
j l lD D= ′= ⊕ ，则： 

0 1 20 nD D D D A= ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ =�  

是 A 的一个理想链，使得对于每个 ( )1,2, ,j j n= � ， 1j j jD D D −′ = 是商代数 1jA D − 的一个胞腔理想(其中

1jA D − 上的 R-对合是由δ 诱导的)。这时，称这个理想链为 A 的一个胞腔理想链。 
引理 2.5 [8] 
设 ( )0 , , ;S G I P= Λ 是一个完全 0-单半群，e 是 G 的单位元，R 是一个整环，且δ 是 ( )R S 的型对

合。若 ( ) ( ),0,0 ,0,0e eδ = ，则存在 [ ]R G 上的一个对合∗，以及一个双射 : Iρ → Λ， i i� 。 
定义 2.6 
设 S 是一个半群，称半群代数 [ ]R S 是一个 型胞腔代数，如果 [ ]R S 是一个胞腔代数，且满足下面

的条件，对于任意 ,S T ka a ∈∆ ，有： 
1) ( )( )S Tsupp a a Jδ⊗ ⊆ ； 
2) 其中 k∆ 是 1k k kD D D −′ = 的左理想，并且满足 ( )k k R kD δ′ ∆ ⊗ ∆� ，J 为 S 的某个 -类，J 可能依

赖于给出的 k。此时，称 [ ]R S 的胞腔理想链为 型胞腔理想链。 
定义 2.7 
设 S 是一个半群，则半群代数 [ ]R S 是一个型胞腔代数，如果 [ ]R S 是一个 型胞腔代数，且满

足条件，对于每一个 k 和 ,S T ka a ∈∆ ，存在一个 S 的 -类 H，使得 ( )( )S Tsupp a a Hδ⊗ ⊆ 。此时，称 [ ]R S
的胞腔理想链为型胞腔理想链。 

定义 2.8 
设δ 是半群代数 [ ]R S 上的一个 R-对合，则： 
1) 对于每一个 s S∈ ，有 ( )( ) ssupp s Jδ ⊆ ，则δ 是一个 型对合； 
2) 对于每一个 s S∈ ，任意 sx H∈ ，将存在一个 S 的 -类 H，使得 ( )( )supp x Hδ ⊆ ，则δ 是一个
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型对合。 

3. 主要定理 

定理 3.1 
设 S 是一个半群且δ 是 [ ]R S 上的一个对合，若 [ ]R S 关于对合δ 是一个 型胞腔代数，则对合δ 是

一个 型对合。 
证 因为 [ ]R S 是一个 型胞腔代数，所以 [ ]R S 具有一条 型胞腔理想链： 

[ ]0 1 20 nD D D D R S= ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ =� 。 

设 }{1,2, ,I n= � 。因为 型胞腔理想链的定义，对任意的 s S∈ 和 ,S T ka a ∈∆ ，都存在 S 的一个 -
类 J，使得 ( )( )S Tsupp a a Jδ⊗ ⊆ 。取： 

( )( ){ }| , ,s S T k S T sI k I a a supp a a Jδ= ∈ ∈∆ ⊗ ⊆存在 使得 。 

下面要证明对合δ 是一个 型对合，也就是对任意 s S∈ ，有 ( )( ) ssupp s Jδ ⊆ 。由于 S 的不同的 -
类是不相交的，则 ( ){ }| ,S S T k s S T kM a a D k I a aδ ′= ⊗ ∈ ∈ ∈∆且 是 [ ]sR J 的一组基。对于任意的 

( )S T Sa a Mδ⊗ ∈ ，有： 

( )( ) ( ) ( )S T T S k R k k Sa a a a D Mδ δ δ δ ′⊗ = ⊗ ∈∆ ⊗ ∆ = ⊆ 。                   (1) 

因为 [ ]s ss J R J∈ ⊆ ，所以 s 可以由 SM 中的元素张成。再结合(1)，就可以得到 ( ) [ ]ss R Jδ ∈ 。故对

合δ 是一个 型对合。 
定理 3.2 
设 ( )0 , , ;S G I I P= 是一个完全 0-单半群，e 是 G 的单位元，∗是 [ ]R G 上的对合，且 *e e= ，假设

*
, ,i l l ip p= ，那么映射 [ ] [ ]0 0: R S R Sδ → ， ( ) ( )*, , , ,a i j a j i� ，其中 [ ]a R G∈ ， ,i j I∈ 。则δ 是一个型

对合。 
证显然δ 可线性扩展到 [ ]R S ，任意 ( ), ,a i j S∈ ，有： 

( ) ( ) ( )( ) ( )
*2 * *, , , , , , , ,a i j a j i a i j a i jδ δ= = = 。 

因此 2 idδ = 。 
再取 ( ), ,b l k S∈ ，则有： 

( )( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )* * * *
, ,, , , , , , , , , , , , , , , ,j l l ja i j b l k ap b i k b p a k i b k l a j i b l k a i jδ δ δ δ= = = = 。 

此处我们认为 G 等同于 S 的子群 ( ),0,0G 。因此δ 是一个 R-对合。又因为对于每一个 s S∈ ，任意

sx H∈ ，我们从引理 2.2 中可以知道，都将会存在一个 S 的 -类 H，使得 ( )( )supp x Hδ ⊆ ，最后根据定

义 2.8 可知，δ 是一个型对合。 
定理 3.3 
设 S 是一个半群，δ 是 [ ]R S 上的一个 R-对合，如果 [ ]R S 关于δ 是一个 型胞腔代数，那么对于每

一个 a S∈ ，R-代数 [ ]aR J 都会有一条双边理想链。 
证由于 [ ]R S 是 型胞腔代数，因此取 [ ]R S 的 型胞腔理想链如下： 

[ ]0 1 20 nD D D D R S= ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ =� 。 

设 { }1,2, ,I n= � ， [ ]R S 具有 R-模分解： 

https://doi.org/10.12677/pm.2021.1112231
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[ ] 1 2 nR S D D D′ ′ ′= ⊕ ⊕ ⊕� ， 1
j

j i jD D= ′= ⊕ ， j I∈ ， 

并且 1j j jD D D −′ = 是 [ ] 1
n
i j i jD R S D= −′⊕ = 的胞腔理想，因此存在 [ ] 1

n
i j i jD R S D= −′⊕ = 上的同构映射α ，存

在 [ ] 1
n
i j i jD R S D= −′⊕ = 上的左理想 j jD′∆ ⊂ ，使得： 

( )1j j j j R jD D D δ−′ = ∆ ⊗ ∆� 。 

设 ( )( ){ }| , su, pa S T k S T aI k I a a p a a Jδ= ∈ ∈∆ ⊗ ⊆存在 使得 。根据定义2.6可知，任意 ix D′∈ ， ai I∈ ，

都有 ( ) asupp x J⊆ 。注意， aI 中元素的先后顺序与 I 中元素的先后顺序保持一致，为了方便叙述，定义

{ }1 2, , ,a mI a a a= � 。为了证明 [ ]aR J 具有一条双边理想链，我们只需要证明如下两个问题： 
1) [ ]

1 2 ma a a aR J D D D′ ′ ′= ⊕ ⊕ ⊕�  
显然，集合： 

( ){ }| ,S T S T k
k I

a a a aδ
∈

⊗ ∈∆∪  

构成了 [ ]R S 的一组 R-基，因此对于任意 ax J∈ ，我们有： 

( )( ) ( )( ) ( )( )
,

, , ,
, ,\a aS T k S T k S T k

k k k
S T S T S T S T S T S T

k I k I k I Ia a a a a a

x r a a r a a r a aδ δ δ
∈ ∈ ∈∈∆ ∈∆ ∈∆

= ⊗ = ⊗ + ⊗∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ， 

其中 ,
k

S Tr R∈ 。由于 [ ]R S 是 型胞腔代数，因此有： 

( )( )
,

,
\

0
a S T k

k
S T S T

k I I a a

r a aδ
∈ ∈∆

⊗ =∑ ∑ ， 

所以可得： 

( )( ) [ ]
,

,
a S T k

k
S T S T a

k I a a

x r a a R Jδ
∈ ∈∆

= ⊗ ∈∑ ∑ ， 

因此我们有 [ ]
1 2 ma a a aR J D D D′ ′ ′⊆ ⊕ ⊕ ⊕� 。又由于任意

1 2 ma a ay D D D′ ′ ′∈ ⊕ ⊕ ⊕� ，都有 ( ) asupp y J⊆ 。因

此 [ ]
1 2 ma a a aD D D R J′ ′ ′⊕ ⊕ ⊕ ⊆� ，证得： 

[ ]
1 2 ma a a aR J D D D′ ′ ′= ⊕ ⊕ ⊕� 。 

2) 取
1

j

j

a
a kk aD D= ′= ⊕ ，并且 [ ]

1 200
na a a aD D D D R J= ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ =� 是 [ ]aR J 的双边理想链。 

先取任意 ax J∈ ，
jay D∈ ，显然有 [ ]x R S∈ 。又因为当 ,S T ka a ∈∆ ， ak I∈ 时，我们有： 

( )( )S T asupp a a Jδ⊗ ⊆ 和 ( )( )S T asupp x a a Jδ ⊗ ⊆ � 。 

因此可得如下等式： 

( )( )

( )( )

( )( ) ( )( )
1

,
1

,
1

, ,
1, ,
\

,

,

j

S T k

j

S T k

j j

S T k S T l
aa

a
k

S T S T
k a a
k I

a
k

S T S T
k a a
k I

a a
k l

S T S T S T S T
k a la a a a

l I Ik I

x y x r a a

r x a a

r a a r a a

δ

δ

δ δ

= ∈∆
∈

= ∈∆
∈

= =∈∆ ∈∆
∈∈

= ⊗

 = ⊗ 

= ⊗ + ⊗

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

� �

�

。

 

又由于式子 ( )( ),1
\

, 0j

S T l
a

a l
S T S Tl a a

l I I
r a aδ= ∈∆

∈
⊗ =∑ ∑ ，因此： 
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( )( )
1 ,

,

j

j
S T k

a

a
k

S T S T a
k a a a
k I

x y r a a Dδ
= ∈∆
∈

= ⊗ ∈∑ ∑� 。 

同理，我们也可以证明
jay x D∈� 。因此 [ ]

1 200
na a a aD D D D R J= ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ =� 是 [ ]aR J 的双边理想

链。 
定理 3.4 
设 R 是一个整环，S 是一个完全 0-单半群，δ 是 [ ]R S 上的一个型对合。 { }\ 0e S∈ ， 2e e= ，若

( )e eδ = ， eG 是 S 关于单位元 e 的极大子群，如果 [ ]R S 关于 R-对合δ 是一个型的胞腔代数，则 [ ]R G
有一条双边理想链，相反，如果 [ ]R G 关于 R-对合 [ ]R Gδ∗ = 是一个胞腔代数，则 [ ]R S 也有一条双边理想

链。 
证 由于δ 是 [ ]R S 上的一个型对合，因此我们可以假设 ( )0 , , ;S G I I P= ，并且 0,0p e= 。 
假设 [ ]R S 是一个型的胞腔代数，那么 [ ]R S 会具有一条型胞腔理想链： 

[ ]0 1 20 nD D D D R S= ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ =� 。 

设 { }1,2, ,I n= � ， [ ]R S 具有 R-模分解： 

[ ] 1 2 nR S D D D′ ′ ′= ⊕ ⊕ ⊕� ， 1
j

j i iD D= ′= ⊕ ， j I∈ 。 

并且 1j j jD D D −′ = 是 [ ] 1
n
i j i jD R S D= −′⊕ = 的胞腔理想，因此存在 [ ] 1

n
i j i jD R S D= −′⊕ = 上的同构映射α 和

[ ] 1
n
i j i jD R S D= −′⊕ = 上的左理想 1j j j jD D D −′∆ ⊂ = ，使得 ( )j j R jD δ′ ∆ ⊗ ∆� 。取： 

( )( ){ }| , ,G S T S TI I a a supp a a Gλλ δ= ∈ ∈∆ ⊗ ⊆存在 使得 。 

设集合 λ∇ 是由集合： 

( )( ){ }| , ,S T S T Ga a supp a a G Iλ λ δ λ∈∆ ∈∆ ⊗ ⊆ ∈存在 使得  

中的元素 R-线性生成的，取 ( )RB Dλ λ λ λδ′ ′∇ ⊗ ∇ ⊂� 。注意， GI 中元素的先后顺序与 I 中元素的先后顺

序保持一致，为了方便陈述，设 { }1 2, , ,G mI g g g= � ，为了证明 [ ]R G 有双边理想链，我们只需要证明如

下两个问题： 
1) [ ]

1 2 mg g gR G B B B′ ′ ′= ⊕ ⊕ ⊕�  
先证 [ ]

1 2 mg g gB B B R G′ ′ ′⊕ ⊕ ⊕ ⊆� 。 
因为 Sa λ∈∇ ，故存在 Ta λ∈∆ ，使得 ( ) [ ]S Ta a R Gδ⊗ ∈ 。又因为 e 是 [ ]R G 的一个左单位元，故有： 

( )( ) ( ) [ ]S T S Te a a a a R Gδ δ⊗ = ⊗ ∈ 。 

对于任意 Ta λ′ ∈∆ ， GIλ ∈ ，我们有： 

( )( ) ( )( ),
1 ,p q k

k
S T S T p q

k a a
k I

e a a r a a
λ

δ δ′
= ∈∆
∈

⊗ = ⊗∑ ∑ 。 

根据文献[2]的定义 1.1 的 C3，显然可以推出系数 , 0S Trλ ′ ≠ 。又因为集合： 

( ){ }| , ,p q p q ka a a a k Iδ⊗ ∀ ∈∆ ∈  

中的每一个元素的支撑都包括在一个 -类之中，所以上述等式右边的非零系数所对应元素的支撑一定包

含在 [ ]eR R 中。故 ( ) [ ]S T ea a R Rδ ′⊗ ∈ 。应用对合δ ，同理可得 ( ) [ ]T S ea a R Lδ′ ⊗ ∈ 。因此任意 ,S Ta a λ∈∇ ，

GIλ ∈ ，有： 
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( ) [ ] [ ] [ ]S T e ea a R R R L R Gδ⊗ ∈ =∩ 。 

可得 [ ]
1 2 mg g gB B B R G′ ′ ′⊕ ⊕ ⊕ ⊆� 。 

再证 [ ]
1 2 mg g gR G B B B′ ′ ′⊆ ⊕ ⊕ ⊕� 。 

取 [ ]x R G∈ ，我们可以写成 1 2x x x= + ，
1 21 mg g gx B B B′ ′ ′∈ ⊕ ⊕ ⊕� ，

1 22 mg g gx B B B′ ′ ′∉ ⊕ ⊕ ⊕� 。当

( )
1 2 mS T g g ga a B B Bδ ′ ′ ′⊗ ∉ ⊕ ⊕ ⊕� 时 ，则有 ( )( ) \S Tsupp a a S Gδ⊗ ⊆ ， 可得 [ ]2 \x R S G∈ 。又 因为

[ ]2 1x x x R G= − ∈ ，故 2 0x = 。那么
1 2 mg g gx B B B′ ′ ′∈ ⊕ ⊕ ⊕� ， [ ]

1 2 mg g gR G B B B′ ′ ′⊆ ⊕ ⊕ ⊕� 。 
因此问题(1)得证， [ ]

1 2 mg g gR G B B B′ ′ ′= ⊕ ⊕ ⊕� 。 
2) 设

1

j

j

g
g kk gB B= ′= ⊕ ，则 [ ]

1 200
mg g gB B B B R G= ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ =� 是 [ ]R G 的一条双边理想链。 

设 [ ] [ ]x R G R S∈ ⊂ ，
j jg gy B D∈ ⊂ ，由于

jgD 是 [ ]R S 的双边理想，则有
jgD 是 [ ]R S 的左理想，有： 

( )( )

( )( )
{ }

( )( )

{ }

( )( )

1 1

,

, ,

,

,
1

, ,
\

,
1
\

j

S T k

j j

S T k S T k k
a a

j

S T k
G

g
k

S T S T
k a a
k I

g g
k k

S T S T S T S T
k g k ga a a a
k I k I

g
k

S T S T
k a a

k I I

xy r a a

r a a r a a

r a a

δ

δ δ

δ

= ∈∆
∈

= =∈ ∈ ∆
∈ ∈

= ∈∆

∇

∈

∇

= ⊗

= ⊗ + ⊗

+ ⊗

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

。 

当 ,S T ka a ∈∇ ， Gk I∈ 时，我们有 ( )( )S Tsupp a a Gδ⊗ ⊆ 和 ( )( )( )S Tsupp g a a Gδ⊗ ⊆ 。又由于 

{ }
( )( ) [ ]

1 ,
,

\

j

S T k k
a

g
k

S T S T
k g a a
k I

r a a R Gδ
= ∈ ∆
∈

∇

⊗ ∉∑ ∑                             (2) 

和 

{ }

( )( ) [ ]
,

,
1
\

j

S T k
G

g
k

S T S T
k a a

k I I

r a a R Gδ
= ∈∆

∈

⊗ ∉∑ ∑                             (3) 

故式子(2)和(3)都为 0。因此有： 

( )( )
1

,
,

j

j
S T k

a

g
k

S T S T g
k g a a
k I

xy r a a Bδ
= ∈
∈

∇

= ⊗ ∈∑ ∑ 。 

同理可证，
jgyx B∈ 。因此 [ ]

1 200
mg g gB B B B R G= ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ =� 是 [ ]R G 的一条双边理想链。 

相反，假设 G 的群代数 [ ]R G 关于对合 [ ]: R Gδ∗ = 是一个胞腔代数，则 [ ]R G 存在一条胞腔理想链： 

[ ]0 1 20 nD D D D R G= ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ =� 。 

设 { }1,2, ,I n= � ， [ ]R G 具有 R-模分解： 

[ ] 1 2 nR G D D D′ ′ ′= ⊕ ⊕ ⊕� ， 1
j

j i iD D= ′= ⊕ ， j I∈ 。 

并且 1j j jD D D −′ = 是 [ ] 1
n
i j i jD R G D= −′⊕ = 的胞腔理想，因此存在 [ ] 1jR G D − 上的同构映射α 和 [ ] 1jR G D −

上的左理想 1j j j jD D D −′∆ ⊂ = ，使得 ( )j j R jD δ′ ∆ ⊗ ∆� 。 
根据 δ 是一个型对合，因此我们可以假设 ( )0 , , ;S G I I P= 。根据定理 3.2，我们还可以假设

( ) ( )*: , , , ,a i j a j iδ � 。显然： 

[ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( )1 2, , ; , , , , , ,nR S R G I I P D I I D I I D I I′ ′ ′= = ⊕ ⊕ ⊕� ， 

https://doi.org/10.12677/pm.2021.1112231


苏志荣 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2021.1112231 2084 理论数学 
 

取 ( )1 , ,l
l i iB D I I= ′= ⊕ 。故可得： 

[ ]0 1 20 nB B B B R S= ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ =� 。 

因为 [ ]R G 是一个胞腔代数，取 j I∈ ，则任意 1j ja D D −∈ ， [ ] 1jb R G D −∈ ，有 1j jab D D −∈ ，

1j jba D D −∈ 。又因为 ,i lp G∈ ， ,i l I∈ ，故有 [ ], 1i l jbp R G D −∈ 和 [ ], 1i l jp b R G D −∈ 。  
对于任意 ( ) [ ]( ), , , ,a h q R G I I∈ ，任意 ( ), , lb m k B∈ ，有 ( )( ) ( ),, , , , , ,q ma h q b m k ap b h k= ，又因为

, 1q m j j jap b D D D− ′∈ = ， 所 以 ( )( ), , , , la h q b m k B∈ 。 类 似 地 ， ( )( ) ( ),, , , , , ,k hb m k a h q bp a m q= ，

, 1k h j j jbp a D D D− ′∈ = ，因此 ( )( ), , , , lb m k a h q B∈ 。故 lB 是 [ ]R S 的双边理想。因此 [ ]R S 有一条双边理想

链： 

[ ]0 1 20 nB B B B R S= ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ =� 。 

定理 3.5 
设 R 是一个整环，S 是一个正则半群(其主因子为 ( )0 , , ;G I I Pα α α α ，α 取遍Y S=  ，Υ 有限)。假

设δ 是一个 型和型对合。在 [ ]R S 上，设 ( ){ }2| 0, ,E e S e e e e eδ= ∈ ≠ = = 。取 e E∈ ，设 eG 是具有单

位元 e 的 S 的极大子群。假设 ( )( )0 , , ;E E E G I I Pα α α α α= ≠ ∅∩  ， Yα ∈ 。如果 [ ]R S 关于对合δ 是一个

型的胞腔代数，则每一个 Yα ∈ ，都有 e Eα∈ ，使 [ ]eR G 有一条双边理想链，相反，若 [ ]eR G 关于对

合δ 的限制是一个胞腔代数，则 [ ]R S 也有一条双边理想链。 
证假设 [ ]R S 是一个型的胞腔代数，通过文献[8]的命题 5.1 可知，任意 a S∈ ， [ ]aR J 也是胞腔代

数。取 Yα ∈ ，那么存在 ( ) { }0 , , ; \ 0aJ G I Pα α α α= Λ 。因此 aS 是一个完全 0- 单半群，并且

( )0 , , ;aS G I Pα α α α= Λ 。又由于 [ ] [ ]0 a aR S R J= ，则 [ ]aR J 是 aS 在 R 上的半群代数。由于是在型的条

件之下，根据引理 2.5，有 Iα α= Λ 。又由于 Eα ≠ ∅，故存在幂等元 e Eα∈ ，并且 eG 是关于单位元 e 的

aS 的极大子群，则 ( )0 , , ;a eS G I I Pα α α= ，此外，我们还把 e 定义为 ( ),0,0e ，易证 [ ]aa R Jδ δ= 和 ( ),0,0e
满足定理 3.4 的条件，因此 [ ]eR G 有一条双边理想链。 

由于 S 是一个含有有限个 类的正则半群，因此它会存在一条满足相邻理想的商是主因子的理想链： 

0 1 20 nQ Q Q Q S= ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ =� 。 

显然 [ ]R S 也具有一条理想链： 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]0 1 20 nR Q R Q R Q R Q R S= ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ =� 。 

其中 [ ] [ ]1 0 i ii iR Q R Q R S R Jα α−    = =    ，有 [ ] [ ]1 ii iR Q R Q R Jα−  = ⊕   ，并且 [ ]
1 0 1R J R Qα  =  。 

由于每一个主因子 ( )0 , , ;
i i i iieS G I I P

αα α α α= 的 R-代数
i

R Jα   都是一个胞腔代数，设
i

R Jα   的胞腔

理想链为： 
( ) ( ) ( ) ( )
0 1 20

ii

ii i i
kD D D D R Jα = ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ =  � 。 

其中
( ) ( ) ( )
1 2i i

ii i
kR J D D Dα  = ⊕ ⊕ ′⊕′ ′

  � ， ( ) ( )
1

i il
l m mD D== ⊕ ′。 

根据理想链： 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]0 1 20 nR Q R Q R Q R Q R S= ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ =� ， 

再作出一条新的链： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
1 1 1 1 2 1 2

1 2 1 2 3 1 2 3

1 1 1 1 2 1 21 1 2 2 3
1 2 1 2 1

1 2 1 2 3 1 2 33
2

0

n

k k k k k k k

n
k k k k k k k k k

D D D D D D D D D D D D

D D D D D D D D D D R S

= ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊕ ⊂ ⊕ ⊂ ⊂ ⊕ ⊂ ⊕ ⊕

⊂ ⊕ ⊕ ⊂ ⊂ ⊕ ⊕ ⊂ ⊂ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ =

� �

� � �
。 

现在需要证明该链是一条双边理想链。 
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对于任意 s S∈ ，任意
( ) ( )1

1 1 2i

i ll
i mka D D a a+
=∈⊕ ⊕ = + ，其中

( ) [ ]1 1 i

il
i lka D R Q=∈⊕ = ， ( )1

2
l

ma D +∈ 。由于 [ ]lR Q
是 [ ]R S 的双边理想，因此 1Sa 和 1a S 都属于 [ ]lR Q ，取 ( ) ( )1

2 , , l
ma a x y D +′= ∈ ，又由于

( )( ) ( )1 1
, ,0

l l
s e x Jα α+ +

∈ 或

者
( )( ) ( )( )1 1, ,0
l ls e x Iα α
+ +∈ ，因此我们有如下两种情况： 

1) 
( )( ) ( )1 1

, ,0
l l

s e x Jα α+ +
∈ 。 

只需要证明 2sa 属于 ( )1l
mD + 即可。由于

( )( ) ( )1 1
, ,0

l l
s e x Jα α+ +

∈ ，故
( )( ) ( ) ( )( )1 11

, ,0 , ,0
l lles e x G I

αα α+ ++
∈ ，因此可

得： 

( )

( )( ) ( )

( )( )( )

( )( ) ( )
( )

1

1

1 1

2 , ,

, ,0 ,0,

, ,0 ,0,

, ,0 ,0,

l

l

l l

sa s a x y

s e x a y

s e x a y

s e x a y R J

α

α

α α

+

+

+ +

′=

 ′=   
 ′=   

   ′= ∈    

�

�

。 

又由于 ( ) ( )1,0, l
ma y D +′ ∈ ，

( )( ) ( )1 1
, ,0

l l
s e x R Jα α+ +

 ∈  
，并且 ( )1l

mD + 是
( )1l

R Jα +
 
 

的双边理想，故 ( )1
2

l
msa D +∈ 。 

2) 
( )( ) ( )( )1 1, ,0
l ls e x Iα α
+ +∈ 。 

由于 ( )( )1lI α + 是 ( )
1 1

1lS Sα + 的理想，则 ( )( )1lsa R I α +
 ∈  

。又由于
( ) ( )1

1 i

i ll
i mka D D +
=∈⊕ ⊕ ，因此也有

( )1la R Q +∈  
 。并且 ( )1lR Q +

 
 是 [ ]R S 的双边理想，可得： 

( ) [ ]
( )11 lllsa R Q R Q R Jα ++

  ∈ = ⊕   
， 

又根据 ( )( )1lsa R I α +
 ∈  

，可得
( )1l

sa R Jα +
 ∉  

。则 [ ] ( )
1 i

il
l i ksa R Q D=∈ = ⊕ ，显然

( ) ( )1
1 i

i ll
i mksa D D +
=∈⊕ ⊕ 。因此

[ ]R S 也有一条双边理想链： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
1 1 1 1 2 1 2

1 2 1 2 3 1 2 3

1 1 1 1 2 1 21 1 2 2 3
1 2 1 2 1

1 2 1 2 3 1 2 33
2

0

n

k k k k k k k

n
k k k k k k k k k

D D D D D D D D D D D D

D D D D D D D D D D R S

= ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊕ ⊂ ⊕ ⊂ ⊂ ⊕ ⊂ ⊕ ⊕

⊂ ⊕ ⊕ ⊂ ⊂ ⊕ ⊕ ⊂ ⊂ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ =

� �

� � �
。 

推论 3.6 
设 R 是一个整环，S 是一个有限正则半群， [ ]R S 上的 R-对合δ 既是 型又是型，E 是 S 的所有幂

等元 e 所成的集合，其中 ( )e eδ = 。对于每一个 e E∈ ，取 eG 为关于单位元 e 的 S 的极大子群。如果对于

任意 Yα ∈ ， ( )( )0 , , ;E E G I I Pα α α α ≠ ∅∩  ，那么 [ ]R S 关于对合δ 是一个型胞腔代数，则对于每一

个 e E∈ ，群代数 [ ]eR G 都具有一条双边理想链，相反，若群代数 [ ]eR G 关于对合δ 的限制都是一个胞腔

代数，则 [ ]R S 将会具有一条与其相关的双边理想链。 
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