
Pure Mathematics 理论数学, 2021, 11(3), 377-386 
Published Online March 2021 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2021.113050   

文章引用: 崔洁. Littlewood-Paley 积分与 QK 型空间的刻画[J]. 理论数学, 2021, 11(3): 377-386.  
DOI: 10.12677/pm.2021.113050 

 
 

Littlewood-Paley积分与QK型空间的 
刻画 

崔  洁 

青岛大学数学与统计学院，山东 青岛 
 

 
收稿日期：2021年2月18日；录用日期：2021年3月19日；发布日期：2021年3月31日 

 
 

 
摘  要 

本文主要研究一类新的一维Q型空间—— ( )p
KQ ,λ 。首先给出了 ( )p

KQ ,λ 的若干基本性质。进而通过一

类Littlewood-Paley函数Φ所构成的卷积算子，得到了该空间的Carleson测度刻画。 
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Abstract 

In this paper, we introduce a new class of Q type spaces ( )p
KQ ,λ . We first investigate some basic 

properties of ( )p
KQ ,λ . Further, via a family of convolution operators generated by Little-

wood-Paley functions Φ , we establish a Carleson measure characterization of ( )p
KQ ,λ . 
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1. 引言 

在调和分析和偏微分方程的研究中，Q 型空间起到重要的作用。作为介于 Sobolev 空间和 BMO 空间

之间的一类可微函数空间，Q 型空间兼具两者的特点，一方面该空间具有平均振荡的性质，从而在调和

分析研究中可以作为 BMO 空间的一个很好的替代。另一方面，该空间可以看作与 Campanato-Sobolev 型

空间等价，因此在偏微分方程中具有很好的应用。在最近几十年中，Q 型空间及其推广的形式得到了广

泛的研究。最早Q型空间 ( )pQ  是作为单位圆盘D上全纯BMO型空间 ( )BMOA  上的推广而提出的([1])。
在 2001 年，Essen 等人在文献[2]中将 Q 型空间推广到高维欧氏空间的情形，建立了 ( )nQα  空间的实变

理论，从而使 Q 型空间可以广泛应用到调和分析和偏微分方程的诸多课题的研究中，相关的研究进展参

见文献[3] [4] [5] [6]。 
从几何的观点看，经典的 Q 型空间可以看作是一类与幂函数相关的加权函数空间，参见[7]。当将幂

函数替换为一个一般的权函数时，很自然地产生了相应的加权 Q 型空间。2002 年，Essen，Xiao 和 Wulan
在文献[8]中建立并研究了单位圆盘上与权函数相关的 Q 型空间 ( )KQ  。 ( )KQ  的高维实变形式由 Bao
和Wulan于 2014年在文献[9]中引入，此后该类加权Q型空间得到了许多研究者的关注，参见文献[10] [11] 
[12]。 

本文在上述结果的基础上，引入一类新的 Q 型空间 ( ),
p
KQ λ ，定义如下： 

定义 1 令1 , 0p λ< < ∞ > ，设 [ ) [ ): 0, 0,K ∞ → ∞ 是一个单调非减函数，则 ( )p
locf L∈  属于 ( ),

p
KQ λ 当

且仅当 

( ) ( )
( ) ( )

( ),
sup d d ,p

K

p
p

pQ I II

f x f y x y
f I K x y

Ix yλ

λ−

⊆

−  −
= < ∞  −  

∫ ∫


  

其中，I 是上的一个区间， ( )I 表示区间 I 的长度。 
本文的主要目的是利用 Carleson 测度刻画 ( ),

p
KQ λ 。BMO 空间和经典的 Q 型空间的主要结果之一

是这两类空间均可以通过 Carleson 测度进行刻画，参见[2] [3]。在本文中，作者引入如下卷积算子： 
设 f 是上的可测函数，并且满足： 

( )
2 d ,

1

f x
x

x
< ∞

+
∫                                     (1) 

假设Φ是上的一个实值C∞ 函数且满足： 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2

3

1 ;

1 ;

: 1 .t

x x

x x

x t x t

−

−

 Φ +

∇Φ +

Φ = Φ



                                   (2) 
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定义 Littlewood-Paley 积分： 

( )( ) ( ) ( ): d .t tf x x y f y yΦ = Φ −∫  

首先，在第二节中，作者给出 ( ),
p
KQ λ 的若干基本性质，并讨论了该空间与 Campanato 型空间 pBMOγ

之间的关系。作为本文的主要结果，作者在第三节中利用上述定义的 Littlewood-Paley 积分 ( )t fΦ 和与权

函数相关的 Carleson 测度刻画 ( ),
p
KQ λ 。 

2. ( )p
KQ ,λ 的基本性质 

本节主要讨论 ( ),
p
KQ λ 的一些基本性质。众所周知，经典的 Q 型空间 ( )Qα 具有仿射不变性，即在

平移，旋转和共形映射变换之下是不变的。由 ( ),
p
KQ λ 的定义，通过直接计算可以证明 ( ),

p
KQ λ 具有类

似的性质。首先，我们可以得到 ( ),
p
KQ λ 的一个简单刻画，即在共形映射和旋转下是保持不变的；其次，

我们需要如下辅助函数： 

( ) ( )
( )0 1

sup ,0 .K
t

K st
s s

K t
ϕ

< ≤
= < < ∞  

我们在本文中假设辅助函数 ( )K sϕ 满足以下两个条件： 

( )
1

d ,K
p

s
s

s
ϕ∞

< ∞∫                                     (3) 

( )1

10
d .K

p

s
s

s
ϕ

− < ∞∫                                     (4) 

下面，我们证明 ( ),
p
KQ λ 是非平凡的。 

定义 1 令1 , 0p λ< < ∞ > 。若 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 ,
sup d d ,p

p

p
p

pQ I II

f x f y
f I x y

x yλ

λ

−

−

⊆

−
= < ∞

−
∫ ∫



 


  

那么，称 ( )1 1 ,
p

pf Q λ−∈  ，其中 I 是上的一个区间， ( )I 是区间 I 的长度。 
定理 1 令1 , 0p λ< < ∞ > ，有 ( ) ( )1 1 , ,

p p
p KQ Qλ λ− ⊆  ，并且 ( ),

p
KQ λ 是非平凡的。 

证明 设 I 是上的一个区间，对于任意 ,x y I∈ ，有 ( )x y I− ≤  ，即
( )

1
x y

I
−

≤


。因为 K 是一个非减

的函数，所以
( ) ( )1

x y
K K

I
 −

≤  
 

。对于任意 ( )1 1 ,
p

pf Q λ−∈  ，有 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

d d 1 d d ,
p p

p pI I I I

f x f y f x f yx y
I K x y K I x y

Ix y x y
λ λ− −− − −

≤  − − 
∫ ∫ ∫ ∫ 



 

故 ( ) ( )1 1 , ,
p p

p KQ Qλ λ− ⊆ 。而 ( )1 1 ,
p

pQ λ− 是非平凡的，故 ( ),
p
KQ λ 是非平凡的。 

接下来，本文讨论新的 ( ),
p
KQ λ 空间与经典函数空间的关系，首先我们引入 Campanato 型空间的定

义： 
定义 2 令1 , 0p γ< < ∞ > 。若 ( )p

locf L∈  ，且满足 

( ) ( ) ( )sup d ,p
pp p

IBMO II
f I f x f x

γ

γ− −

⊆
= − < ∞∫
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那么，称 ( )pf BMOγ∈ 。其中， ( ) ( )1 dI I
f I f x x−= ∫ ，I 是上的一个区间， ( )I 表示区间 I 的长

度。并且，该式中上确界取遍上所有长度为 ( )I 的区间。 
我们可以证明当 1γ λ= + 时，新的空间 ( ),

p
KQ λ 是 Campanato 型空间 ( )+1

pBMOλ 的子空间。 
定理 2 ( ),

p
KQ λ 是 ( )+1

pBMOλ  的子空间，即 ( ) ( ), +1
p p
KQ BMOλ λ⊆  。 

证明 设 ( ),
p
Kf Q λ∈ ，I 是上的一个区间，所以对任意 ,x y I∈ ，如果 0ζ > 足够小，我们可以得

到集合 ( ) ( ){ }: min ,z I x z y z Iζ∈ − − >  ，它的测度大于 ( ),nC Iζ  。因为 K 是非减的，可得 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ){ }

( ) ( )

:min ,

,

min , d

min , d

.

I

z I x z y z I

n

x z y z
K K z

I I

x z y z
K K z

I I

K C I

ζ

ζζ

∈ − − >

    − − 
            

    − − ≥             
≥

∫

∫


 

 



 

注意到 ( )p px z I− ≤  ，则对于一个足够小的 0ζ > ，可以得到 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1 1

1

d d min , d d

d d d d d d

p
p
BMO

p

I I I I

p pp

I I I I I I

pp

I I

f

x z y z
I I f x y I f y y K K x z

I I

x z y z
I f x f z K x y z f y f z K x y z

I I

x z
I f x f z K

I

λ

λ

λ

λ

+

− − − −

− − −

− −

    − − ≤ −             
    − −

− + −            
 −

− 
 

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

  

 



 











( )
( ) ( )

( ) ( ),

d d

d d .p
K

p
p

p QI I

x z

f x f z x z
I K x z f

Ix z λ

λ−



−  −
< ∞  −  

∫ ∫



 

 

所以， ( ) ( ), +1
p p
KQ BMOλ λ⊆  。从而完成了定理 2 的证明。 

当权函数 K 进一步满足特定条件时，可以证明： 

定理 3 如果 ( )1

0
dp

K t
t

t
< ∞∫ ，则有 ( ) ( ), +1

p p
KQ BMOλ λ=  。 

证明 由定理 2 可知， ( ) ( ), +1
p p
KQ BMOλ λ⊆  ，所以只需证 ( ) ( )+1 ,

p p
KBMO Qλ λ⊆  。 

注意到， ( ) ( ) ( )
1

1sup d dp
pp p

IBMO I II
f I f x f x y

λ

λ

+

− − −

⊆
≈ −∫ ∫


。而对于 上的任意区间 I 和 y∈， 

( )y I<  ， 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )1

1 1

33

1

33

1

d

3 3 d

3 d

.p

p

I

p p p

nInI

p p

nInI

pp
BMO

I f x y f x x

I n I n I f x y f x y

n I f y f x

I f
λ

λ

λ

+

−

+ − −−

− −

+

+ −

 + − +
+ − 

∫

∫

∫



  



 





 

所以，对任意 ( )1
pf BMOλ+∈ ， 
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( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )
( )

1

1

1

1

0

d d

d d

d

d .

p

p

p

pI I

p

py I I

p pp
BMO y I

p
pBMO

f x f y x y
I K x y

Ix y

f x f x y y
I K x y

Iy

y
I f y K y

I

K t
f t

t

λ

λ

λ

λ

+

+

−

−

<

−−

<

−  −
  −  

− +  
≤   

 

 
  
 

< ∞

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

























 

因此， ( ) ( )1 ,
p p

KBMO Qλ λ+ ⊆  。综上所述， ( ) ( ), 1
p p
KQ BMOλ λ+=  ，证明完成。 

3. ( )p
KQ ,λ 空间的 Carleson 型测度刻画 

设 I 是上任意区间， ( ){ }2
+ , : , 0x t x t= ∈ >  表示上半平面，定义如下 Carleson 方体： 

( ) ( ) ( ){ }2, : ,0 .S I x t x I t I+= ∈ ∈ < <   

为简便起见，我们用 ( )v x 表示点 2x +∈到其边界的距离， ( )v y 类似； ( ) ( ){ }* * 2, , ,x y dist x yδ = ，

其中 *y 为 2y +∈关于坐标轴的对称点，即，如果 ( )1 2,y y y= ，那么 ( )*
1 2,y y y= − 。 

下面引入 ( ),K λ -Carleson 测度的定义以及有关 ( ),K λ - Carleson 测度的刻画。 
定义 3 设 µ 是 2

+上的正 Borel 测度，则称 ( ),µ ⋅ ⋅ 是一个 ( ),K λ -Carleson 测度，如果 

( ) ( )
( ) ( )( )

sup d , .
S II

v x
I K x t

I
λ µ−

⊆

 
< ∞  

 
∫

  

类似于经典 Q 型空间，可以证明 ( ),
p
KQ λ 有类似的性质。 

定理 4 设 1λ < − ，并且 K 满足
( )1

0
dK s

s
s

ϕ
< ∞∫ ，设 µ 是 2

+上的正 Borel 测度，则 µ 是一个 ( ),K λ - 

Carleson 测度当且仅当 ( ) ( ) ( )
( )

( )2
2 2*

sup d
,y

v x v y
I K x

x y

λ µ
δ+

+

−

∈

 
  < ∞  
 

∫




。 

证明 必要性 若 µ 是一个 ( ),K λ -Carleson 测度，设 I 是上的区间，并且以 y 为中心，长度为 ( )v y 。

对任意正整数 K，定义 Iζ 为与 I 中心相同且边长为 ( )2 Iζ  的方体。再者， ( )S Iζ 指对应的 Carleson 方体。 

从而，易知
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

*

*
1

, , 2 ;

, 2 , \ .

x y v y x S I

x y v y x S I S Iζ
ζ ζ

δ

δ +

 ≥ ∈


≈ ∈
 

进而， 

( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

1

1

2*

2 22 \* *1

22 \
1

d
,

d d
, ,

( )d d .
2 ( )

S I S I S I

S I S I S I

v x v y
I K x

x y

v x v y v x v y
I K x I K x

x y x y

v x v xI K x I K x
v y v y

ζ ζ

ζ ζ

λ

λ λ

ζ

λ λ
ζ

ζ

µ
δ

µ µ
δ δ

µ µ

+

+

+

−

∞
− −

=

∞
− −

=

 
 
  
 

   
   = +      
   
   

≤ +       

∫

∑∫ ∫

∑∫ ∫
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由假设知， µ 是一个 ( ),K λ -Carleson 测度， ( )( ) ( )
( )

( )( )2 d 1
2S I

v x
I K x

Iζ

λζ
ζ µ

−  
  
 

∫



 。 

综上所述，可以推出 

( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )( )

( ) ( )

2

1

1

2*

2 +1
1

1 +1
+1

1

1

0
1

d
,

1 d
2

1 2 2 2 d
2

d2 .

S I

n
K S I

K K

v x v y
I K x

x y

v x
I K x

v y

v x
I K x

v y

ss
s

ζ

ζ

λ

λ
ζ

ζ

λλ ζζ ζ
ζ

ζ

ζ

ζ

µ
δ

µ

ϕ µ

ϕ ϕ

+

+

+

−

∞
−

=

∞ −+−

=

∞
−

=

 
 
  
 

 
+   

 
 

+   
 

< ∞

∫

∑ ∫

∑ ∫

∑ ∫













 

 

充分性 下面，记 Carleson 方体 ( )S Iζ 的中心为 y，那么可知，现在 ( ) ( )
2
I

v y =


。如果 ( )x S I∈ ， 

就有 ( )*x y I−  ，因此可以得到， 

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( )

( )2

2

2*

sup d

sup d

sup d .
,

S II

S II

I

v x
I K x

I

v x
I K x

I

v x v y
I K x

x y

λ

λ

λ

µ

µ

µ
δ+

−

⊆

−

⊆

−

⊆

 
  
 

 
  
 

 
  < ∞  
 

∫

∫

∫





















                        (5) 

此时，如果(5)式成立，则 µ 是一个 ( ),K λ -Carleson 测度。从而定理 4 得证。 
为了进一步研究 ( ),

p
KQ λ 的 Carleson 测度刻画，给出如下两个引理： 

引理 1 设1 p< < ∞，若 K 满足(3)，则
( ) ( )( ) ( )( )( )1

11 1 1

00 1
sup d d

p
p ps p

pss

K t
t K t t

t

−−

< <

 
< ∞ 

 
∫ ∫ 。 

引理 2 令1 , 1 1 1, 0p p q b< < ∞ + = < ≤ ∞。设非负函数 µ 和 h 在 ( )0,b 上可测，对于所有可测函数 
0f ≥ ，可得到以下 Hardy 型不等式： 

(i) ( )( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

d d d
pb s b pf t t s s C f s h s sµ ≤∫ ∫ ∫ 成立，当且仅当 

( )( ) ( )( )1 11

00
: sup d d ,

p qb s q

ss b
A t t h t tµ −

< <
= < ∞∫ ∫  

(ii) ( )( ) ( ) ( ) ( )
0 0

d d d
pb b b p

s
f t t s s C f s h s sµ ≤∫ ∫ ∫ 成立，当且仅当 

( )( ) ( )( )1 11

00
: sup d d ,

p qs b q

ss b
B t t h t tµ −

< <
= < ∞∫ ∫  

其中 C 的取值依赖于 p，A 或者 B。 
借助于上面给出的引理 1 和引理 2，接下来利用 Liitlewood 函数Φ的性质给出本文的主要结果： 
定理 5 设 ( )p

locf L∈ 并且满足(1)式，其中1 2p< < 。假设 K 满足(3)，(4)，那么 
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(i) 如果 ( ),
p
Kf Q λ∈ ，则 ( ), d d

p
f x t x t∇ 是一个 ( ),K λ -Carleson 测度； 

(ii) 如果 ( ) ( ) ( )
0

lim dtt
x y f y y f x

→
Φ − =∫ ，则若 ( ), d d

p
f x t x t∇ 是一个 ( ),K λ -Carleson 测度，有

( ),
p
Kf Q λ∈ 。 

证明 (i) 设 I 和 J 都是上以 0x 为中点的区间，并且有 ( ) ( )3J I=  。不失一般性，我们假设 0 0x = 。 

设函数τ 满足
( )
( )

1, 2 3 ;

supp 4 5 , 0 1,

J

J

τ

τ τ

=


⊆ ≤ ≤

在 上

且
则有 ( ) ( ) ( ) 1x y J x yτ τ −− − 。 

对 f 作分解， 1 2 3f f f f= + + ，其中 ( )
( )( )

1

2

3

;
;

1 .

J

J

J

f f
f f f

f f f

τ

τ

 =


= −
 = − −

 

根据引言中 Littlewood-Paley 函数Φ的定义以及限制条件(2)，易知

( ) ( )
( )

122 ;

d 0.

t

t

y
t y

y

y
y

y

− ∂Φ
+

∂


∂Φ = ∂
∫


 

从而， 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
122
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又由 Minkowski 不等式，可得 
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这里 , 1r y ξ= = ，上述计算中的最后一步使用了球坐标变换。设 
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因此， 
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其中， 

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )( )

1 2
1 0 0

1 2
2 0

: d d ;

: d d .

ptp

p

t

B I K t t I r r t

B I K t I r r r t

λ

λ

− −

∞− −

 = Ψ

 = Ψ

∫ ∫

∫ ∫

 

 

 

对于 1B ，注意到 
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根据引理 1，易得 
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因此，由 Hölder 不等式以及球坐标变换，可得 
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注意到，
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类似于上面的过程，继续将其分解讨论，如此进行下去，最终可得 
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(ii) 由三角不等式，易知 
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对于 1A ，根据 Minkowski 不等式易知 
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所以，由引理 1 和引理 2 我们可以得到 
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因此， ( ),
p
Kf Q λ∈ 。这就完成了定理 5 的证明。 
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