
Pure Mathematics 理论数学, 2021, 11(4), 552-561 
Published Online April 2021 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2021.114068   

文章引用: 苗本萱, 马焜一玥, 何文婷, 宋宇宁. 泊松白噪声驱动的一维随机波动方程[J]. 理论数学, 2021, 11(4): 
552-561. DOI: 10.12677/pm.2021.114068 

 
 

泊松白噪声驱动的一维随机波动方程 

苗本萱，马焜一玥，何文婷，宋宇宁 

中国民航大学，天津 
    

 
收稿日期：2021年3月12日；录用日期：2021年4月14日；发布日期：2021年4月21日 

 
 

 
摘  要 

偏微分方程是一种确定性方程，虽然在多个领域具有广泛应用，但是不能很好的描述不确定的情况，因

此探究随机噪声驱动的偏微分方程方程显得十分重要，所以本文主要利用了Picard迭代和Gronwall不等

式证明了在一定条件下泊松白噪声驱动的一维随机波动方程的mild解的存在性和唯一性。 
 
关键词 

波动方程，泊松白噪声，Picard迭代 

 
 

One-Dimensional Stochastic Wave Equations 
Driven by Poisson White Noise 

Benxuan Miao, Kunyiyue Ma, Wenting He, Yuning Song 
Civil Aviation University of China, Tianjin 

    
 
Received: Mar. 12th, 2021; accepted: Apr. 14th, 2021; published: Apr. 21st, 2021 

 
 

 
Abstract 
Partial differential equation is a kind of deterministic equations, although with wide applications 
in many fields, but not a good description of uncertain situation, thus to explore the partial diffe-
rential equation of random noise drive equation is very important, so this paper mainly use the 
Picard iteration and Gronwall inequality is proved under certain conditions poisson white noise 
driven one-dimensional random wave equation of mild existence and uniqueness of solution. 
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1. 引言 

一维波动方程基本形式为： 
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其中， ( )0,x∈ ∞ ，a 是正常数， ( )xϕ 和 ( )xψ 是定义在 R 上的已知函数。 
一个微分方程中出现多元函数的偏导数，或者说如果未知函数和几个变量有关，而且方程中出现未

知函数对应几个变量的导数，那么这种微分方程就是偏微分方程。在科学技术日新月异的发展过程中，

人们研究的许多问题用一个自变量的函数来描述已经不够，故而常常用偏微分方程来描述世界现象的发

展规律。但是，在现实生活中不确定性无处不在、不可避免，含有随机项的偏微分方程可以更加贴切地

描述客观规律，在量子场论、统计力学、金融数学等领域有着广泛的应用。因此，研究含有随机项的偏

微分方程有重大意义。 
近些年来，Claudia Knoche [1]证明了无限维波动方程解的存在性，唯一性和可微性及初始条件相关

的规律性。Sergio Albeverio，Jiang-Lun Wu 和 Tu-Sheng Zhang [2]建立了由纯泊松白噪声驱动的抛物型随

机偏微分方程的解的存在唯一性。Caroline Cardon-Weber [3]证明了受时空白噪声扰动的抛物线型微分方

程的大偏差原理。Max-K. von Renesse 和 Michael Scheutzowr [4]证明了随机泛函微分方程解的存在唯一

性，基于此 Michael Röckner 和 Tusheng Zhang [5]提出了跳跃型随机偏微分方程的存在性，唯一性和大偏

差原理。 
对于白噪声驱动的随机微分方程解的相关问题，也有大量学者对其进行的研究阐述。陶文健[6]研究

了具有乘性白噪声项的波动方程生成的一族半群以及其全局吸引子的存在性；朱星亮[7]研究了一类由

Gaussian型Levy白噪声驱动的半线性随机波动方程Cauchy问题解的存在唯一性；Alebeverio，Wu和Zhang 
[2]将泊松白噪声驱动的随机微分方程转化为带跳的随机积分方程，证明了希尔伯特空间中的解的存在唯

一性。中国科学技术大学成丹[8]也曾研究过泊松白噪声驱动的一维随机方程解的存在唯一性，考虑了随

机波动方程的 mild 解，利用 Picard 迭代的方法证明了一维随机波动方程解 u 的存在性，同时证明 Picard
迭代中的随机过程的 un 关于时间变量和空间变量具有正则性。 

本文主要对泊松白噪声驱动的一维随机波动方程的解的存在唯一性进行证明。在文献[8]中给出的解

的证明方法的基础上，假设方程(1)的解满足文中假设的条件下，证明方程(1)的解存在且唯一。 
本文考虑如下泊松白噪声驱动的一维随机波动方程： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
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∫
                (1) 

其中， [ )0,t∈ ∞ ， x R∈ ，ω∈Ω。映射 [ ) 2: 0,g R U R∞ × × → ，为 [ )( ) ( ) ( ) ( )20, /B B R B U B R∞ ⊗ ⊗ 可测
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函数， tη 是泊松白噪声，并称如下随机积分形式的解，为上述方程(1)的 mild 解： 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )( )( )
0
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, , , , , , ; d d ,d ,
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t
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−

= − −

+ −

∫ ∫ ∫

∫ ∫
                   (2) 

这里 [ )0,t∈ ∞ ， x R∈ 。 

2. 主要内容 

2.1. 假设 

在本文的这部分，我们给出本文的一些假设： 

2.1.1. 假设 1 
随机过程 ( ) [ ), , 0,u t x Rω ∈ ∞ × ×Ω，是方程(1)的解，应当满足以下性质： 
1) ( ), ,u t x ω 是{ }tF -适应过程； 
2) ( ), ,u t x ω 是 ( )2L Ω 值的随机过程，关于变量 [ )0,t∈ ∞ 是右连左极限存在的； 
3) 固定的 t，x，方程成立。 

2.1.2. 假设 2 
给定 T>0 若存在实数 ε ， 0TL > ，正的实函数 ( ) ( ) ( )2 2

TK x L R L Rε+∈ 
，对于 ( ) [ ], , 0,t x z T R R∈ × × 满

足： 

(c1)： ( ) ( ) ( )2
, , ; d TU

g t x z y v y K x z≤  ∫  

(c2)： ( ) ( ) ( )2
,f t z a t k t z≤ +  

(c3)： ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2 1 2, , ; , , ; d TU

g t x z y g t x z y v y K x z z− ≤ −  ∫  

(c4)： ( ) ( ) 2
1 2 1 2, , Tf t z f t z B z z− ≤ −  

对于 ( ) ( ], , 0,t x z T R R∈ × × 成立，那么方程存在唯一的解。 

2.2. 推导过程 

在本文的这部分，主要给出方程的解存在唯一性的证明过程，首先通过 Picard 迭代的方法来证明解

的存在性，之后，再利用 Grownwall 不等式进行唯一性的证明。 
为方便证明，我们把解分为两个部分： 
设 ( ) 1 2, ,u t x I Iω = + ，其中： 

( ) ( )( )( ) ( )1 0
: , , , , ; d d ,d ,

t
t su R

I G x z g s z u s z y zq s yω ω
+

− − −∫ ∫ ∫  

( ) ( )( )2 0
: , , d d

t
t sR

I G x z f s u s z s z− −∫ ∫  

首先，对于 ( ), ,t x ω 和 n N∈ ，令 ( )1 , , 0u t x ω = ，由 Picard 迭代定义： 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )1 1 10
: , , , , , , ; d d ,d , , ,

t
n t su R
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( ) ( ) ( )( )( ) ( )2 1 10
: , , , d d ,

t
n t s nR

I u t x G x z f s u s z z s I t x+ −= − =∫ ∫                      (4) 

我们必须证明对于任意的 n N∈ ，公式(3)和(4)是有意义的，具体为： 

1 :I  
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引理 1 若 nu N∈ 则对于任意固定的 [ ]0,t T∈ ， x R∈ ， 

( ) ( ) ( )( )( ), , , : , , , , ; dt x t s nR
h s y G x z g s z u s z y z Hω ω−= − ∈∫  

证明： 
对于 ( ) [ ], , 0,s z T Rω ∈ × ×Ω，定义： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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1
,0
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∑  

则 ( ) ( ), ,m
n s zµ ω 是{ }sF -可料的。 

对于所有的 ( ) [ ], , 0,s z T Uω ∈ × ×Ω令： 

( ) ( ) ( ) ( )( ), , , : , , , , ; d , .mm
t x t s nR

h s y G x z g s z u s z y z m Nω ω−= − ∈∫  

我们首先证明： ( ) 2
, , ,m

t x ph s y Hω ∈  
1) 证明 ( ), , ,m

t xh s y ω 是{ }sF -可料的。 
2) 证明 ( ), , ,m

t xh s y ω 是 [ ] ( )0, /B T R F B R⊗ ⊗ -可测的，由 Fubini 定理，只需证明： 

( ) ( ) ( )( ), , , , ; d ,m
t s nR

G x z g s z u s z y zω− − < ∞∫                             (5) 

(可以由下面的证明得到)。 
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首先，由 Schwarz 不等式得： 
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那么，由假设(c1)， ( ) ( )2
TK z L R∈ 和 ( ) ( )2

t s t sG x z G x z− −− = −   得： 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )( )

( ){ } ( )

2

2

2

11 2 22 2

1
2 2

, , , , ; d d

, , , , ; d d

, , , , ; d d

, , d

d 2 , , d

2 d ,

m
t s nu R

m
t s nR u

m
t s nR

m
t s T nR

m
t s T t s nR R

m
T NR

G x z g s z U s z y zv y

T G x z g s z U s z y zv y

T G x z g s z U s z y zv y

T G x z K z U s z z

T G x z K z z G x z U s z z

T K Z z U s

ω

ω

ω

ω

ω

−

−

−

−

− −

 −  

 ≤ −  

 = −  

≤ −

≤  
 
 

− −

≤

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

∫ ∫

∫ ( )( )
1

2 2
, d

R
z zω  < ∞ 

 ∫

                   (6) 

由以上公式(6)，可知公式(5)成立，而且有： 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )( ) ( )
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综上所述，我们可以得到 ( ) 2
, , ,m

t x ph s y Hω ∈ ，通过文献中利用假设 (c1)的证明，最终得到

( ), , ,t xh s y Hω ∈ 。 
引理 2 如果 n Tu U∈ ，则对于任意固定的 ( ) [ ], 0,t x T R∈ × ， ( )1 , ,I t x ⋅ 是可测的，即 1I 关于{ }tF -适应，

并且存在 1I 关于 [ ]0,t T∈ 右连续左极限存在的修正，关于 x R∈ 有连续的修正。 
(通过文献[8]可得引理 2 的证明过程，在此省略) 
引理 3 令 ( ){ }X x 是一个实值的随机过程，如果对任意的 L > 0 存在正实数 ,L Ld β 和 Lε  (只依赖于 L)

满足 ( ) ( ){ } 1
1 2 1 2

L
LE X x X x x x εβ +− ≤ − ，则 ( ){ },X x x R∈ 有连续版本。 

下面来进行证明： 
(这部分与文献[8]中证明类似，但为了保持文章完整性，在此列出具体过程) 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }{ } ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
1 2

2

1 20

2

1 2 1 20

1 2 1 20
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+
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∫ ∫ ( ){ }{ }, ,. d d
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z z s∫

 

首先计算下列式子，不妨假设 1 2x x≤  

( ) ( )

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2

2 1 2 1

1 2

2 1

2 2

d

1 1 d

4 1 2 1

t s t sR
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x x x x
s t s t
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z

t s x x

− −

− − ≤ ≤ + − − − ≤ ≤ + −

− −      ≥ − < −   
      

− − −

= −

= − + −

∫

∫  

那么，我们可以得到对于任意的 1x R∈ 和 2x R∈ ： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 11 2 2 1

2 2

d 4 1 2 1t s t s x x x xR s t s t
G x z G x z z t s x x− − − −      ≥ − < −   

      

− − − = − + −∫  

由 Hölder 不等式，我们可以得到： 

( ) ( )

( ) ( )
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E G x z G x z z G x z G x z z

K Z z

ε
ε ε

ε

ε ε

− − − −

+
+

− − − −

+ +

−  

= −  

 ≤ − − − × − − − 


 ≤ − − − × − − −  
 

 
  

∫ ∫ ∫
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∫ ( ){
1

2 2, ,. d dnR
u s z z s

 ×     
∫

 

令： ( ) ( ) ( )4 3 4 2h ε ε ε= + + ： 

上式 ( ) ( )
( )

( )( ){ } ( )
1 1

22 2 2
1 20

d d , ,. d
ht

t s t s T nR R R
E G x z G x z z K z z u s z z

ε ε ε+ +
− −

  ≤ − − − ×       ∫ ∫ ∫ ∫  
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定义 

( ) ( )( ){ } ( )
1 1

22 2 2d , , dT nR R
c s K z z E u s z z

ε ε+ +  = ⋅    ∫ ∫  

因为 ( ) 2
, , dREJ u t s w x < ∞   ，对于所有的 [ ]0,t T∈ ，并且 ( ), ,u t x w 关于是右连续左极限存在的，所

以 

]{ ( )0,sups T C s∈ < ∞  

因此 

( ) ( )

]{ ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

]{ ( ) ( ) ( )
( )

]{ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1

2 1

2
1 1 1 2

1 11 1
2 1 2 1 2 10,

1 20, 0

2
2 10, 0

2

0

, , , ,

1sup 2 2 2
1

sup d d

sup 4 d 2 d

sup

h h hh h h
s T

ht
t s t ss T R

x x
t th hh h

x xs T t
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E I t x I t x

C s x x x x t x x
h

C s G x z G x z z s

C s t s s x x s

ε ε εε ε ε

ε

ε εε ε

ε
+ +− −

∈

− −∈

−
−

−∈ −

∈

⋅ − ⋅  

≤ − + −
 
 


− −
+

 ≤ − − − 

 
≤ − + − 

 





≤



∫ ∫

∫ ∫

]{ ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1

2 1 2 1 2 1,

12 2 2
1

h h hh h h
T C s x x x x t x x

h
ε ε εε ε ε

ε
+ +− − 

− + − − − 
+  

 

令 

]{ ( ) ( )

( )
( )1

0,

1max sup ,2 ,2
1

h h
T s TC c s T

h
ε ε

ε
−

∈

  =  
+  

 

这是个只依赖 T 的常数，因此，根据 Schwarz 不等式，Fubini 定理和假设(c3)，我们可以得到： 

( ) ( ) ( ) ]{2
1 1 1 2 2 1sup , , , , 0, .h

TE I t x I t x C x x t Tε⋅ − ⋅ ≤ − ∈    

因为 ( ) 1h ε > ，则引理 3 得证。 
引理 4 对任意的 n R∈ ， n Tu U∈ 。 
证明：我们只需证明 n Tu U∈ ，则 1n Tu U+ ∈ ，由数学归纳法，即可证明引理 4。 
由面前的结果可知，我们只需要证明 ( ) [ ]2

1 , , d , 0,nR
E u t x x t T+ ⋅ < ∞ ∈  ∫ 。由 Schwarz 不等式，Fubini

定理和假设(c3)和(c4)，我们可以得到： 

1 :I  

( )

( ) ( ){ }
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ){ }{ }
( ) ( ) ( ){
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1 1

2

0

2

0

0

, ,. d

, , d , ,. d
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ω

ω

+

−

−
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= ⋅ =  

 = −    

≤ −

 ≤ − ⋅ 

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
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( ) ( ){ }
( ){ } ( ){ }

( ){ } ( )

2
0

1 1
2 22 22

0 0

1 1
2 22 22

0

, , d d

d , , d d

d , , d d
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t t
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≤ ⋅
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∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

2 :I  

( ) ( )( ) ( ){ } ( ) ( )( ){ }
11

2 22, , d d , , dt s n t s t s nR R R
G x z f s u s z z G x z z G x z s u s z z− − −  − ≤ − −  ∫ ∫ ∫ ∫  

而 

( ) ( )( ){ }
( ) ( ) ( )( )( )

( )

1
2 2

1 2 2

, , d

2 , d 1

1

t s nR

nR

n

G x z f s u s z z

a s k s u s z z

a k U s

−  −  

≤ + +

≤ + + < ∞

∫
∫  

2.3. 存在性证明 

1 :I  

令 ( ) ( ) ( ){ }2
1: , , , , dn n nR

F t E u s z u s z x+= ⋅ − ⋅  ∫ 其中 [ ]0,t T∈ ，n N∈ ，由公式(3)和假设(c3)，我们可以得

到：
 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ){ }
( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ){ }

2

10

2

10
2

10

, , , , ; , , , , ; d d ,d , d

, , , , ; , , , , ; d d d d

, , , , d d d

d ,

t
t s n nR U R

t
t s n nR U R

t
T t s n nR R

T t s nR

E G x z g s z u s z y g s z u s z y zq s y x

E G x z g s z u s z y g s z u s z y z v y s x

L E G x z u s z u s z z s x

L E G x z x u s

ω ω

ω ω

ω ω

+

− −

− −

− −

−

 − × − ⋅ 

  = − × −  

 ≤ − −

−



=

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫

∫ ( ) ( )

( ) ( )

( )

2
10

2
10

10

, , , d d

, , , , d d

d

t
nR

t
T n nR

t
T T n

z u s z z s

TL E u s z u s z z s

C L F s s

ω ω

ω ω

−

−

−

  −

≤ −  

=

∫ ∫
∫ ∫
∫

 

其中， TC T= 。 
因此，通过递推，我们可以得到： 

( ) [ ] ( )1 21
1 2 1 1 10 0 0

d d dnt t tn
n T T n nF t G L t t F t t−−

− −≤ ∫ ∫ ∫  

另外，通过公式(3)和假设(c1)，我们有： 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )

( ){ } ( )

( )

2
1 2 1

10

0

0

, , , , d

, , d d

d d d

d d

R

t
T t s TR R

t
T t s TR R

t
T TR

F t E u t x u t x x

C G x z K z u s z z s

C G x z x K z z s

TC K z z s

−

−

= ⋅ − ⋅  

≤ − ⋅

= −

≤

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

由公式(4)和假设(c2)，我们可以得到： 
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( ) ( )( ) ( )( ){ }{ }
( ) ( ) ( )
( ){ } ( ) ( )

( )

2

10

2
10

2
10

10

, , , , d d d

, , d d d

d , , d d

d

t
t s n nR R

t
T t s n nR R

t
T t s n nR R

t
T n

E G x z f s u s z f s u s z z s x

B E G x z u s z u s z z s x

B E G x z x u s z u s z z s

TB F s s

+

− −

− −

− −

−

− × −

≤ − × −  

= − −  

≤

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫
∫

 

通过递推得到： 

( ) [ ] ( )1 21
1 2 1 1 10 0 0

d d dnt t tn
n T T n nF t C B t t F t t−−

− −≤ ∫ ∫ ∫  

之后，通过公式(4)和假设(c2)，我们有： 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ){ }

2
1 2 1

2

10

10

, , d

, d d d

, d d d

R

t
T t sR R

t
T R

F t E u t x u t x x

C G x z a t k t u s z z s x

TC a t k t u s z z s x

−

= −  

 ≤ − + 

≤ +

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

上式的最后一项也是一个依赖于 T 的常数，记为 1C ，因此： 

( ) [ ]
( )

1
10 ,

1 !

n
T T

n

C C B T
F t n N

n

−

≤ ≤ ∈
−

 

所以序列 ( ) ( )( )0e T TT C L
nn N F t C

∈
≤∑ 和 ( ) ( )( )1e T TT C B

nn N F t C
∈

≤∑ 在 [ ]0, t 上一致收敛。 

因此对于序列 ( ) ( ) { ]{ }, , : , 0,n n N
U t t Tω ω

∈
⋅ ∈ ×Ω 在 [ ]0,T 上一致收敛。 

定义容易证明，对 [ ] ( ) ( )20, , , ,t t u t L Rω∀ ∈ ⋅ ∈ ，并且是{ }tF -适应过程。 

下面继续证明 u 是满足方程(1)： 

1 :I  

( ) ( )( ( )( ) ( )
0

, , , , , , ; d d ,d ,
t

t su R
u t x G x z g s z u s z y zq s yω ω ω

+

−= − −∫ ∫ ∫                    (7) 

( ) ( ) ( )( ){ }
( ) ( ){ }

2

0

2
10

, , , , , , ; d

, , , , d d

t
n t sR u R

t
T T nR

E u t x G x z g s z u s z y x

C L E u s z u s z x s

ω ω
+

−

−

− − −  

≤ ⋅ − ⋅  

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
                   (8) 

( ) ( ) [ ]{ }, , : , 0,n n N
u t t Tω ω

∈
⋅ ∈ ×Ω  

[ ] ( )20,t T L R∈ × ×  

2 :I  

( ) ( ) ( )( )
0

, , , d d
t

t sR
t x G x z f s u s z s z−= −∫ ∫                               (9) 

( ) ( ) ( )( ){ }
( ) ( ){ }

2

0

2
10

, , , d

, , d d

t
n t sR R

t
T T nR

E u t x G x z f s u s z x

C B E u s z u s z x s

+

−

−

− − −  

≤ −  

∫ ∫ ∫

∫ ∫
                        (10) 

并且序列 ( ){ },n n N
u t x

∈
在 [ ] 20,t T L∈ × 一致收敛。 

则 [ ] ( ) ( ){ }2
10,sup , , , , dns T R

E u s z u s z x−∈ ⋅ − ⋅  ∫ 和 [ ] ( ) ( ){ }2
10,sup , , dns T R

E u s z u s z x−∈ −  ∫ 是有界的，由收敛
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控制定理可以得到上述公式(8)和公式(10)的最后一项收敛到 0。进而公式(8)和(10)成立。从以上论述可以

得到是可以关于 t 左极右连，且关于 x 连续。因此，u 是方程(1)的解，进而解的存在性得证。 
下面再进行解的唯一性证明。 

2.4. 唯一性证明 

对唯一性的证明采用反证法，假设方程(1)存在两个不同的解： 1u 和 2u 。则 1u 和 2u 属于 tu ，因此 1u 和

2u 满足方程(7)和(9)。 

1 :I  

( ) ( ) ( ){ } [ ]2
2 1: , , , , d , 0,

R
H t E u t x u t x x t T= ⋅ − ⋅ ∈  ∫  

( ) ( ){ }
( ) ( )( ) ( )( ) ( ){ }
( ) ( )( ) ( )( ){ } ( )

( ) ( ) ( )

2
2 1

2

2 10

2

2 10

2
2 1

20

, , , , d

, , , , ; , , , , ; d d ,d , d

, , , , ; , , , , ; d d d d

, , , , d d

d

R

t
t sR u R

t
t sR u R

T t sR
t

T

E u t x u t x x

E G x z g s z u s z y g s z u s z y zq s y x

E G x z g s z u s z y g s z u s z y z v y s x

L G x z u s z u s z s x

TL s u

ω ω

ω ω

ω ω

−

−

−

⋅ − ⋅  

 = − − − − ⋅ 

 = − × − 

≤ − −  

≤

∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫

∫ ( ) ( )

( )

2
1

0

, , , , d d

d

R
t

T T

s z u s z z s

C L H s s

ω ω−  

=

∫

∫

 

2 :I  

( ) ( ) ( ){ } [ ]2
2 1: , , d , 0,

R
H t E u t x u t x x t T= − ∈  ∫  

( ) ( ){ }
( ) ( )( ) ( )( ){ }
( ) ( )( ) ( )( ){ }

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )

2
2 1

2

2 10

2

2 10

2

2 10
2

2 10

0

, , d

, , , , d d d

, , , , d d d d

, , d d

d , , d

d

R

t
t sR u R

t
t sR u R

t
T t sR

t
T R

t
T T

E u t x u t x x

E G x z f s u s z f s u s z z s x

E G x z f s u s z f s u s z z s s x

B G x z u s z u s z z s

TB s u s z u s z z

C B H s s

−

−

−

−  

 = − − − − 

 = − − − − 

 ≤ − − − − 

 ≤ − − − 

=

∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

( )H t 关于变量 t 是左极右连的。因此 [ ] ( )0,supt t H t∈ < ∞ ，通过解的存在性证明，我们得到

( ) ( )
0

d
t

T TH t C L H s s≤ ∫ 。由 Gronwall 不等式，我们可以得到 [ ] ( )0,sup 0t t H t∈ = ，即对于所有的 [ ]0,t T∈ 和

所有的 x R∈ 得到 ( ) ( )2 1, , , ,u t x u t x⋅ = ⋅ 和 ( ) ( )2 1, ,u t x u t x= ，即方程不存在两个不同的解，与原假设矛盾，

唯一性得证。 
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