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摘  要 

针对一类线性多延时系统，提出一种基于梯度和最小二乘方法的参数辨识算法。该算法首先将系数矩阵

和延时量的联合估计问题转化为仅关于延时量的优化问题，然后基于动量梯度法求出延时量的估计值，

最后利用矩阵方程的最小二乘解得出系数矩阵的估计值，仿真结果表明，该算法有较好的辨识效果。 
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Abstract 
For a class of linear systems with multiple delays, a new parameter identification algorithm based 
on gradient and least square method is proposed. Firstly, the joint estimation problem of coeffi-
cient matrix and time delay is transformed into the optimization problem which only estimates 
time delay. Then, the estimated value of time delay is obtained based on momentum gradient me-
thod. Finally, by using the least square solution of matrix equation, the estimated value of coeffi-
cient matrix is obtained. The algorithm has good identification effect. 
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1. 引言 

随着社会的发展和科技的进步，延时系统在生物、经济和自动化控制等诸多领域日益受到重视[1] [2]。
参数辨识是设计、分析与控制实际系统的重要前提[3]。 

时域方法[4] [5] [6]是延时系统参数辨识领域的重要方法。基于梯度的辨识算法近年来受到许多学者

的关注。文献[7] [8] [9]应用变分方法计算梯度并提出一种参数辨识算法；文献[10]求得了准则函数对参数

的梯度所满足的系统，并由此给出了一种辨识算法。 
本文受文献[11]启发，研究了一类线性多延时系统的系数和延时量的辨识问题。本文的主要工作是设

计了关于系数矩阵和延时量的准则函数，利用最小二乘原理给出了固定延时量时系数矩阵的最小二乘解，

从而将系数矩阵和延时量的同时估计问题看作仅关于延时量的估计问题，利用梯度方法求解优化问题得

出延时量，最终用估计出的延时量求解矩阵方程求得系数矩阵。 

2. 问题描述 

考虑以下线性延时系统： 

( ) ( ) ( ) [ ]

( ) ( )
0 0

d , 0, ;
d

, 0.

N N

i i i i
i i

x t A x t B u t t T
t

x t t t

τ τ

ϕ τ
= =

 = − + − ∈

 = − ≤ ≤

∑ ∑                          (1) 

其中 ( ) nx t ∈ 表示状态向量； ( ) pu t ∈ 表示控制向量； n n
iA ×∈ ， ( ), 0,1, 2, ,n p

iB i N×∈ =  是系统的

参数矩阵；初始函数 ( ) ntϕ ∈ ；这里假定系统的延时量满足 0 10 Nτ τ τ τ= < < < = 。 
记 [ ]0 1 NA A BΘ =  ， [ ]T1 Nτ τ τ=  。 

定义2.1 设矩阵 n mQ ×∈ ，称 ( )T
FQ trace Q Q= 为Q的Frobenius范数。 

命题2.1 设 [ ]1
n m

mQ q q ×= ∈  ，则 

[ ] [ ]( )T
1 1

T2T T T
12

21 1

n nF

m m

i i i m
i i

Q trace q q q q

q q q q q
= =

=

 = = =  ∑ ∑

 
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引理2.1 [12] 若A是列满秩矩阵，B是行满秩矩阵，矩阵 ,X F 满足 
,AXB F=  

那么在最小二乘意义下上式有唯一解 ( ) ( )1 1T T T TX A A A FB BB
− −

= 。 

命题2.2 设矩阵函数 ( )Q t 可逆且可导，则 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1d d
d d

Q t Q t Q t Q t
t t

− − −= − 。 
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命题2.3 设矩阵函数 ( ) n mQ t ×∈ 可导，则 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 T T Td d d d2 .
d d d dF

Q t tr Q t Q t tr Q t Q t tr Q t Q t
t t t t

   = = =   
   

 

本文的目的是通过求解如下的优化问题辨识参数 ,τΘ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

0 0, 1 0 0 2

2

2
1

min , 0 d d

0 , .

l l
m N Nt t

l i i i i
l i i
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l
l

J x t x A x t t B u t t

x t x l

τ
τ τ τ

φ τ

Θ = = =

=

 Θ = − − − + −  

= − −Θ

∑ ∑ ∑∫ ∫

∑
                (2) 

其中  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T

T T T T
0 0 0 0

, d d d d .l l l lt t t t
N Nl x t t x t t u t t u t tφ τ τ τ = − −  ∫ ∫ ∫ ∫               (3) 

3. 算法的推导 

固定延时量τ ，式(2)中Θ有唯一最小二乘解。从而对优化问题(2)的求解可转化为只与τ 有关的优化

问题。接下来，利用新目标函数关于τ 的梯度采用动量梯度法估计延时量。最后，求系数矩阵关于式(2)
的最小二乘解。 

3.1. 梯度的计算 

定理3.1 对于式(2)所述的优化问题，当τ 固定时有唯一最小二乘解 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 1T Tˆ .Xτ τ τ τ
−

Θ = Φ Φ Φ                                 (4) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 ,mX x t x x t x = − − 


                               (5) 

( ) ( ) ( ),1 , .mτ φ τ φ τΦ =                                     (6) 

证明。 

( ) ( ) ( ) ( ) 2

2
1

, 0 , .
m

l
l

J x t x lτ φ τ
=

Θ = − −Θ∑  

由命题2.1，上式可写为 ( ) ( )
2

,
F

J Xτ τΘ = −ΘΦ 。 

由引理2.1上式中Θ有唯一最小二乘解。 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 1* T Tˆ .Xτ τ τ τ
−

Θ = Θ = Φ Φ Φ                               (7) 

  
根据定理3.1可知，优化问题(2)可以转化为 

( ) ( ) ( )
2

*
ˆmin min .

F
J X

τ τ
τ τ τ= −Θ Φ                                (8) 

接下来分三个定理求 ( )*J τ
τ
∂
∂

。 

定理3.2 设 ( ) ( )( )1, N n plφ τ + +∈ ，则 
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  
定理3.3 设 ( ) ( )( )1ˆ n N n pτ × + +Θ ∈ ，则 
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由命题2.2得 
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  
定理3.4 式(8)对延时量 jτ 的偏导数如下 
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  

3.2. 算法描述 

本文采用动量梯度法进行联合估计(见算法1)。 
 
算法1 延时量和参数矩阵的联合辨识算法。 

1: 确定延时向量的初始估计 0τ ，预设精度 ε ，状态变量的维数n，延时量的个数N，动量梯度法所需系数 ,α β 。 

0, .k G O← ←  

2: 输入 ( ) ( ) ( ), ,t x t u tϕ .  

3: 根据式(3)、(5)、(6)、(4)计算 ( ) ( )ˆ, ,k kX τ τΦ Θ 。 

4: 根据式(8)计算 ( ) ( )
2ˆ

k k F
X τ τ−Θ Φ ，根据式(9)计算 ( ) ( )

2ˆ
k k F

j

X τ τ
τ
∂

−Θ Φ
∂

 。 

5: 迭代  

( ) ( ) ( )
2ˆ1 ,k k F

j

G G Xα α τ τ
τ
∂

← + − −Θ Φ
∂

  

, 1.k k G k kτ τ β← − ← +  

6: 如果参数的改变满足 ( ) ( )
2ˆ

k k F
k

X τ τ
τ
∂

−Θ Φ
∂

 小于 ε ，转下一步；否则返回第(3)步，更新参数。 

7: ( )ˆ,k kτ τΘ 。 

4. 数值算例 

本节给出两个数值算例来验证结果的有效性 
例4.1 考虑不稳定的线性单延时系统(1)，系统参数如下 

0 1

0.2511 0.1511 0.3682 0.3682
, ,

0.3194 0.2511 0.1000 0.3682
A A

− −   
= =   − −   

 

[ ]0 1

2.2000 3.1000
, , 0.8 ,

0.2000 1.1000
B B τ

   
= = =   
   

 

输入函数为 ( ) ( ) ( )3sin 3 cosu t t t= − ，初始函数为 ( ) [ ]T0 0 , 5t Tϕ = = 。 

初始点 0 0.7τ = ，参数 ( )0.7, 0.2, 1 0.02 1 , 1, , 201lt l lα β= = = + − =  。 
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利用算法1出参数 

0 1

0.2511 0.1505 0.3684 0.3672
, ,

0.3195 0.2511 0.1001 0.3682
A A

− −   
= =   − −   

 

0 1

2.2004 3.0997
, , 0.8005.

0.2000 1.1000
B B τ

   
= = =   
   

 

用算法1估计例4.1中延时量的迭代过程如图1所示。 
 

 
Figure 1. Iterative process of delay estimation 
图1. 延时量估计的迭代过程 

 

例4.2 考虑线性多延时系统(1)，系统参数如下 

0 1 2

15.5000 15.5000 10.4110 10.4110 5.9110 5.9110
, , ,

15.0000 15.5000 1.0000 10.4110 6.5000 5.9110
A A A

− − − − − −     
= = =     − − − − − −     

 

[ ]

0 1

T
2

0.5000 3.1000
, ,

1.0000 1.1000

2.2000
, 0.2 0.8 ,

0.2000

B B

B τ

   
= =   
   
 

= = 
 

 

输入函数为 ( ) ( ) ( )10 sin 3 5cosu t t t= + − ，初始函数为 ( ) [ ]T0 0 , 10t Tϕ = = . 

初始点 [ ]T0 0.25 0.85τ = ，参数 ( )0.9, 20, 1 0.5 1 , 1, ,19lt l lα β= = = + − =  . 
利用算法1出参数  

0 1 2

15.4998 15.4998 10.4109 10.4109 5.9109 5.9109
, , ,

14.9999 15.4999 1.0000 10.4109 5.9109 5.9109
A A A

− − − − − −     
= = =     − − − − − −     

 

0 1

2

0.5000 3.1000
, ,

1.0000 1.1000

2.2000 0.2001
, .

0.2000 0.7998

B B

B τ

   
= =   
   
   

= =   
     
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用算法1估计例4.2中两个延时量的迭代过程通过等高线图方式呈现如图2所示。将图2中目标函数和

迭代过程用三维曲面呈现后如图3所示。 
 

 
Figure 2. Iterative process of two delay estimation 
图2. 两个延时量估计的迭代过程 

 

 
Figure 3. The iterative process and objective function of the delay amount 
图3. 延时量的迭代过程及目标函数 

5. 结论 

针对线性多延时系统，给出了一种含积分的目标函数。通过最小二乘方法将联合参数的目标函数转

化为仅依赖延时量的非线性函数。采用动量梯度方法求解关于延时量的优化问题。确定延时量后求矩阵

方程的最小二乘解估计系数矩阵。通过数值仿真验证了算法的有效性。 
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