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摘  要 

反应扩散方程在物理学、化学、医学及生物学等多个领域的不同模型中有广泛应用。分数阶反应扩散型

方程是整数阶的推广，被广泛应用于研究传染病的传播过程、图像分析以及随机过程。本文采用分数阶

反应扩散方程来模拟传染病模型的动态行为。首先，通过求解齐次Neumann边界条件下分数阶反应扩散

方程的特征值，对其进行线性稳定性分析，得到图灵不稳定的条件。然后结合Kronecker积用有限差分

法以及积分因子法在空间上以及时间上对反应扩散方程组进行离散并求解。最后，给出数值实验验证稳

定性分析结果。本文的数值结果有助于预测传染病的流行趋势。 
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Abstract 
Reaction diffusion equation is widely used in different models of physics, chemistry, medicine and 
biology. Fractional reaction diffusion equation is a generalization of integer order, which is widely 
used in the study of infectious disease propagation process, image analysis and stochastic process. 
In this paper, the fractional reaction-diffusion equation is used to simulate the dynamic behavior 
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of the epidemic model. Firstly, by solving the eigenvalues of the fractional reaction-diffusion equa-
tion with homogeneous Neumann boundary conditions, the linear stability of the equation is analyzed, 
and the Turing instability condition is obtained. Then, combined with Kronecker product, the reac-
tion-diffusion equations are discretized and solved by finite difference method and integration factor 
method in space and time. Finally, numerical experiments are given to verify the stability analysis re-
sults. The numerical results are helpful to predict the epidemic trend of infectious diseases. 

 
Keywords 
Fractional Reaction Diffusion Equation, Finite Difference Method, Integral Factor Method,  
Turing Pattern 

 
 

Copyright © 2021 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

传染病自古以来就是危害人类健康的主要敌人之一，此次暴发的新冠肺炎疫情在全球范围内都产生

了巨大影响。面对日益严峻的传染病防控形势，传染病动力学模型[1] [2] [3]可以分析疾病的发展过程、

产生的原因，有助于预测传染病流行趋势，进而为疾病的防控提供重要理论依据。目前，反应扩散模型

是研究传染病的一种新模型，被广泛应用于研究传染病的斑图动力学以及疫情传播过程[4] [5] [6]。反应

扩散系统中，稳定态会在某些条件下失稳形成图灵斑图[7]。通过求解反应扩散方程，可以得到图灵斑图

以及固定模式之间的模式转换[8]。在齐次 Neumann 边界条件下的反应扩散方程可以模拟流行病传播模型，

研究其时空动力学可以发现病毒扩散范围对疾病形成的影响[9]。本文研究分数阶反应扩散传染病模型的

空间动力学模型，与经典的整数阶方程相比，分数阶算子的非局域性质能够捕捉空间异质性。但对于大

多数分数阶微分方程，没有普遍有效的方法可以求得精确解。因此，采用数值方法模拟求解分数阶微分

方程尤为重要。 
近年来，许多学者利用有限元方法[10]、有限差分方法[11]、谱方法[12]、间断 Galerkin 方法[13]等对

反应扩散方程进行了研究。但是目前，对分数阶反应扩散传染病模型的研究很少[14]。本文考虑具有齐次

Neumann 边界条件的分数阶反应扩散方程，利用分数阶拉普拉斯算子代替整数阶拉普拉斯算子。结合

Kronecker 积在空间上和时间上分别采用有限差分法和积分因子方法对反应扩散方程组进行离散。该方法

不仅可以提高稳定性及计算效率，并且存储量小。最后，给出数值实验并对数值结果进行总结，验证了

分数阶的取值对图灵斑图的产生有一定的影响。 

2. 数值模型及线性稳定性分析 

2.1. 分数阶传染病模型 

假设空间环境连续地变化，个体随机迁移并以相同的机率向各个方向扩散，则可以用以下分数阶反

应扩散方程来描述基于空间的传染病模型： 
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其边界条件为齐次 Neumann 边界，即
( ) ( )

( ) ( ]
, ,

0, 0, , , 0,
x y x y

S I x y t T
n n
∂ ∂

= = ∈∂Ω×
∂ ∂
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其中
2 2

2 2x y
∂ ∂

∆ = +
∂ ∂

为二元整数阶拉普拉斯算子， 1 2,D D 分别为易感个体和感染个体的扩散系数，t 为 

时间变量，分数阶 ( )1 2 1 2, 1 , 2α α α α< ≤ 分别取不同的值。S 表示易感健康人口，I 表示能够将疾病传播给

易感健康人口 S 的感染人口， A 表示人口的自然增长率， d 表示人口的自然死亡率， ε 表示受感染者的

疾病相关死亡率， [ ] [ ], ,a b c dΩ = × 表示一个矩形区域， ∂Ω表示边界的外导数。 

2.2. 线性稳定性分析 

下面考虑分数阶微分方程的其次稳态解及其稳定性。首先考虑二维空间Ω中具有齐次 Neumann 边界

条件的特征值问题： 

,

0.

u u
u
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−∆ =

∂ =∂

                                     (2) 

上述问题的特征值和相应的特征函数分别为 
22

, .j k
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π πµ
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( ) ( ) ( ),
2 2 cos cos ,  ,j k
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j x a k y c
j Z k Z
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φ
− −

= ∈ ∈ .                (4) 

其中 ,  x yL b a L d c= − = − 。省略系统中的分数阶扩散项，则(1)式化为 

( )

d ,
d
d .
d
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t
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设对应于 0p qA dS S Iβ− − = ， ( ) 0p qS I d Iβ ε− + = 的齐次稳态解为 ( )* *,s i ，通过 �( ) ( ), ,S I S s I i∗ ∗= − −�

将 ( )* *,s i 平移到原点，并将 �,S I�分别表示为 ,S I 。下面对非线性常微分方程(5)在稳态解附近进行线性化得

到： 

d .
d
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当雅可比矩阵 11 12
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特征值的实部为负时，即 ( )Re 0λ < ，齐次稳态解

( ) ( ), 0,0S I = 是稳定的。下面加上分数阶扩散项，将方程组(1)式线性化得到： 
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为了研究分数阶反应扩散系统(1)的扩散驱动不稳定性条件，需要在本文边界条件下计算下列方程的

特征值： 
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设 ,S I 被一组完整的正态分布特征函数
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其中

22

x y

j k
L L
π πµ

  
= +        

。当

1

2

2
1 11 12

2
21 2 22

0
D a a

a D a

α

α

µ λ

µ λ

− + −
=

− + −

时，齐次线性方程组(9)有非零解，其

对应的特征多项式为 
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解得其特征值为 
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若 ( )max 0λ µ > ，则系统将变得不稳定，进而形成图灵斑图。函数 ( )λ µ 被称为色散曲线，从中可以

得到关于非均匀平稳模态存在的信息。 
 

     
(a) 1 21.1, 1.4,1.7,2, 2α α= =                                   (b) 1 22, 1.1, 1.4,1.7,2α α= =  

Figure 1. Dispersion curves of various conditions by only changing one of the parameters of 1 2,α α  
图 1. 仅改变 1 2,α α 其中一个参数时的不同情况下的色散曲线 
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在以往对分数阶流行病模型[14]的研究中，参数值设为 1 21,  1.8,  1,  6,  1,  45A d D Dε β= = = = = = 。当

改变分数阶拉普拉斯算子的阶数 1α 或 2α 时，不同情况对应的色散曲线如图 1 所示。可以看出，系统(1)
在整数阶 1 2 2α α= = 的情况下是稳定的，将不会生成图灵斑图。随着 1α 递减， ( )maxλ µ 由负变为正，这

意味着随着时间的变化，系统(1)将变得不稳定。图 1(b)显示的是当固定 1 2α = 时， 2α 取值不同情况下对

应的色散曲线。在 1 2α = 和 2 2,  1.7α = ， ( ) 0λ µ < 的情况下，系统是稳定的。而在其他情况下，即

2 1.4,  1.1α = 时，由于 ( )λ µ 有正值和负值，系统会振荡。因此在这种情况下，可以观察到各种图灵斑图。

该数值结果表明，分数阶拉普拉斯算子的阶数可以影响和控制系统的稳定性。 

3. 数值方法 

本文以(1)式中的第一个方程为例进行求解，第二个方程的求解形式类似。在空间离散过程中，采用

有限差分方法求解分数阶反应扩散方程(1)。将计算区域Ω等距剖分为 M N× 个网格，网格节点为 ( ),j kx y ，

其中 ( )1 2j xx a j h= + − ， ( )1 2k yy c k h= + − ， 1, ,j M= � ， 1, ,k N= � ，网格步长分别为 x xh L M= ，

y yh L N= 。设 s 在网格节点 ( ),j kx y 的数值解为 ,j ks ，定义离散解 ,j ks ，1 j M≤ ≤ ，1 k N≤ ≤ 为 M N× 阶

的矩阵 S 。由本文边界条件，在网格内部点 ( ),j kx y 和边界处的二阶导数差分格式分别为 

( ) ( )
2

2
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1 2 .j k j k j k
xj k

s s s s O h
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∂

= − + +
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                        (12) 
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∂

                            (13) 

由差分格式(12)和(13)式，得到该方程在 ,x y 方向的微分矩阵分别为 xB 和 yB ： 
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设 x yE E, 分别为 ,M N 阶单位矩阵，首先将解矩阵 S 表示为如下形式： 

( ) ( )T
1,1 ,1 1,2 ,2 1, ,vec , , , .M M N M NS s s s s s s= = � � � �                      (14) 

结合(12)~(13)式以及 Kronecker 积，可以将(1)式的二阶中心差分格式写成如下形式： 

( )
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1 2 2
d 1 1 , .
d y x y x
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D E B B E f
t h h

α
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                       (15) 

将矩阵 xB 正交化，得到： 
T 1 ,x x x x xB C C C C−= Λ = Λ                                  (16) 

进而(15)式可以写为 
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d
S F
t
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下面应用积分因子法对(17)式进行求解，将(17)式两端同时左乘 e t− ，并从 nt 到 1 nnt t t+ = + ∆ 进行积

分得到： 

( ) ( )1 1 1e , , .
2 2n n n n n n

t t tF F+ + +
∆ ∆ ∆ = + + 
 

                          (18) 

令 ( ),
2n n n n
tW S F S I∆

= + ，对 nW 向量化，即 ( ) ( )vec ,
2n n nn n
tW F∆

= = +    。 

由于矩阵 A 可以对角化，有 ( ) ( )
1
2

1 2 2
1 1

1
e e

y x y xD I I
x yA t

y x y xC C C C

α
 

− ⊗ Λ + Λ ⊗ −  ∆ ∆∆  = ⊗ ⊗ 。可结合 Kronecker 积

对 e t
n

∆  进行求解，并将其向量化，将(18)式表示为如下形式： 

( )1 11 3 , .
2 n nn

t F + ++

∆
= +                                  (19) 

采用不动点迭代法求解，其迭代初值选取为 0
1n n+ =  。 

4. 数值实验 

应用本文提出的数值方法，下面将给出数值模拟来验证线性稳定性的分析结果，并对数值模拟结果

进行分析。在区域 [ ]250,50Ω = − 上求解分数阶传染病模型(1)式。取参数 1,  1.8,  1,A dε= = = 1 26,  1D D= =

和 45β = 。由于图 1 中表明，对于整数阶的情况，即 1 2 2α α= = ，没有图灵斑图。因此，为了得到图灵

斑图，下面对均匀分布进行随机扰动： 

( ) ( ) ( ) ( )* *, ,0 , ,  , ,0 ,S x y s rand x y I x y i rand x yδ δ= + ∗ = + ∗  

其中 310δ −= ， ( ),rand x y 表示取 1− 和 1 之间的随机数。本文在100 100× 个空间单元的系统中进行了数

值模拟。将时间步长取为 0.01τ = ，并进行仿真，直到它们达到静止状态。未感染者 S 的分布图像经过

100 次、1000 次、10,000 次、50,000 次迭代保存。 
下面将固定其中一个分数阶阶数，改变另一个分数阶阶数，进行一系列的数值模拟。首先固定 2 2α = ，

取 1 1.1α = 。由图 1 的色散曲线可以看出，特征值的最大值为正。因此，图灵斑图会随着时间的变化而出现。 
 

 
Figure 2. Turing patterns for 1 1.1α =  and 2 2α =  
图 2. 1 1.1α = 和 2 2α = 的图灵斑图 
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由图 2 可以看出，初始随机扰动最终导致了光斑的形成。蓝色背景上的黄色六边形表示未被感染的人群是

高度人口密度的隔离区域。然后取 1 1.4α = ，由图 3 可以观察到已经达到平衡态，没有图灵斑图出现。 
 

 
Figure 3. Turing patterns for 1 1.4α =  and 2 2α =  
图 3. 1 1.4α = 和 2 2α = 的图灵斑图 

 
接下来，固定 1 2α = ，取 2 1.1α = 。由图 4 可以看出，在这种情况下，随着时间的推移，流行病模型

表现出从条纹–空洞模式向空洞模式的转变。黄色背景上的蓝洞表示未感染者为低人口密度隔离区。固

定 1 2α = ，取 2 1.4α = 。由图 5 可以看出，一开始只有模糊的斑点模式。经过一段时间的整合后，形成条

纹状的图案，并随着时间的推移逐渐增长，直到达到一定的臂长。最后得到了感染种群密度分布中固定

条纹和斑点的混合模式。综上所述，分数阶拉普拉斯算子的阶数的选择对图灵斑图的生成具有一定影响。 
 

 
Figure 4. Turing patterns for 1 2α =  and 2 1.1α =  
图 4. 1 2α = 和 2 1.1α = 的图灵斑图 
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Figure 5. Turing patterns for 1 2α =  and 2 1.4α =  
图 5. 1 2α = 和 2 1.4α = 的图灵斑图 

5. 总结 

本文提出了分数阶反应扩散方程流行病模型，并分析本文边界条件下的线性稳定性，得到分数阶拉

普拉斯算子的阶数可以影响和控制系统的稳定性。此外，采用有限差分方法与积分因子方法分别对分数

阶反应扩散方程进行空间与时间离散，提高了计算效率。最后进行数值模拟，得到流行病系统不稳定时

的图灵斑图，确定了图灵斑图产生的部分影响因素。本文的方法和结果对反应扩散方程流行病模型的研

究有一定贡献，可以预测某些流行病的空间传播以及扩散趋势，在今后可以更好地预防和控制传染病的

传播。 
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