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摘  要 

本文研究了θ -型Calderón-Zygmund算子与Lipschitz函数 ( )

nb γ∈ Λ  生成的交换子，当θ 满足一类Dini

条件时，证明了交换子在 n pγ β= + 时是从Lebesgue空间 ( )p nL  到Campanato空间 ( ),p nC β 有界的。 
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Abstract 
In this paper, we consider the boundedness of commutators with θ -type Calderón-Zygmund Op-
erators and Lipschitz Function ( )

nb∈Λγ  . When θ  satisfies a class of Dini type conditions, it is 
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proved that commutators are bounded from Lebesgue spaces ( )p nL   to Campanato spaces

( ),p nC β   when n pγ β= + . 
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1. 引言与结果 

设 T 为经典 Calderón-Zygmund 算子，b 为局部可积函数，把 T 与 b 生成的交换子定义为 

( ) ( ) ( )bT f bT f T bf= − .                                 (1) 

1976年，Coifman，Rochberg和Weiss [1]证明了当 ( )BMO nb∈  时，交换子 bT 的 pL 有界性 ( )1 p< < ∞ ，

并利用交换子的有界性给出了 BMO 空间的一种等价刻画。1995 年，Pérez [2]建立了交换子 bT 当 1p = 时

的 logL L型的弱型估计。 
1978 年，Janson [3]证明了当 ( )nb γ∈Λ  时交换子 bT 的 ( ),p qL L 有界性，其中1 p< < ∞， 0 1γ< < ，

1 1q p nγ= − 。 1995 年， Paluszyński [4]在 ( )nb γ∈Λ  时建立了交换子 bT 从 Lebesgue 空间到

Triebel-Lizorkin 空间的有界性，由此可以给出 Lipschitz 空间的等价刻画。2015 年，Zhang，Shi，Huang [5]
证明了 T 与 Lipschitz 函数生成的交换子是从 Lebesgue 空间到 Campanato 空间的有界性。 

另一方面，自 20 世纪 50 年代 Calderón 和 Zygmund 引入高维奇异积分算子以来， n
 上的

Calderón-Zygmund 算子及其各种推广得到了广泛研究。1985 年，Yabuta [6]在研究 Coifman 和 Meyer [7]
提出的一些伪微分算子时，引入了如下定义的θ -型 Calderón-Zygmund 算子，并研究了这类算子在各种函

数空间的加权有界性。 

定义 1.1 [6]设θ 是 ( )0,∞ 上的非负非减函数且 ( )1 1
0

dt t tθ − < ∞∫ ，称定义在 ( ){ }\ , :n n nx x x× ∈   上的

可测函数 ( ),K x y 是一个θ -型核，如果 

(i) ( ), nK x y C x y −≤ − ，当 x y≠ 时； 

(ii) 当 2 x z x y− < − 时 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , n x z
K x y K z y K y x K y z C x y

x y
θ−  −

− + − ≤ −   − 
. 

称线性算子 ( ) ( ): n nT S S ′→  是θ -型 Calderón-Zygmund 算子，如果 

(iii) T 能扩张成从 ( )2 nL  到其自身的有界线性算子； 

(iv) 存在一个θ -型核 ( ),K x y ，使得对所有的 ( )n
cf C∞∈  ，成立 

( ) ( ) ( ), d , \ suppn
nTf x K x y f y y x f= ∀ ∈∫



 ， 
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其中 ( )n
cC∞
 为 n

 上具有紧支集的无穷次可微函数空间。 

显然，θ -型 Calderón-Zygmund 算子是经典 Calderón-Zygmund 算子的推广，当 ( ) ( )0t tεθ ε= > 时，θ
-型 Calderón-Zygmund 算子就是经典 Calderón-Zygmund 算子。 

以下总是用 T 表示θ -型 Calderón-Zygmund 算子。设 b 是 n
 上的局部可积函数，把 T 和 b 生成的交

换子定义为 

( ) ( ) ( )bT f bT f T bf= − . 

近二十几年来，θ -型 Calderón-Zygmund 算子的交换子也得到了深入研究。2002 年，Liu 和 Lu [8]建
立了θ -型 Calderón-Zygmund 算子与 BMO 函数生成的交换子的 logL L型的弱型估计。2005 年，张和徐[9]
建立了θ -型 Calderón-Zygmund 算子与 BMO 函数生成的高阶交换子的加权尖锐估计。 

2006 年，程和束[10]证明了当 b 为 Lipschitz 函数时交换子 bT 的 ( ),p qL L 有界性以及从 Lebesgue 空间

到 Triebel-Lizorkin 空间的有界性。 
受 Zhang，Shi，Huang [5]的启发，本文将研究θ -型 Calderón-Zygmund 算子与 Lipschitz 函数生成的

交换子从 Lebesgue 空间到 Campanato 空间的有界性。为叙述我们的定理，首先回忆几个定义。 
以下我们约定，用 B 表示 n

 中的球体， ( )0 ,B x r 表示以 0x 为中心，以 r 为半径的球体。用 B 表示

球 B 的 Lebesgue 测度，对 n
 上的局部可积函数 f，记 ( )1 dB B

f f x x
B

= ∫ 。 

定义 1.2 令 0 1γ< < ，如果存在一个常数C < ∞，使得对于任意的 , nx y∈ ，有 

( ) ( )b x b y C x y γ− ≤ − ，                                (2) 

称函数 b 属于 Lipschitz 空间 ( )n
γΛ  。将满足(2)式的最小常数 C 定义为 b 的模，并记为 ( )nb

γΛ 

。 

定义 1.3 设1 p≤ < ∞， 1n p β− ≤ < ，Campanato 空间 ( ),p nC β
 定义为 

( ) ( ) ( ){ },
, , p n

p n p n
loc CC f L f β

β = ∈ < ∞


  ， 

其中 

( ) ( ),

1
1 1: sup dp n

p
p

BnC BB
f f x

B
f

B
xβ β

 
= −  

 
∫



， 

这里的上确界遍取 n
 中的所有球体 B。 

本文的定理如下。 

定理 1.1 设 T 是θ -型 Calderón-Zygmund 算子且θ 满足 ( )1 1
0

dt t tθ − < ∞∫ 。设1 p< < ∞， 0n p β− ≤ < ，

{ }0 min 1,n p n pγ β< = + < 。如果 ( )nb γ∈Λ  ，则 bT 是从 ( )p nL  到 ( ),p nC β
 有界的。即存在常数

0C > ，使对任意的 ( )p nf L∈  ，有 

( ) ( ) ( ) ( ), n p np nb LC
T f C b fβ

γΛ
≤









. 

2. 引理 

为证明定理，我们需要下面的引理。 
引理 2.1 [4]令1 p≤ ≤ ∞， 0 1γ< < 。那么有 
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( ) ( ) ( )
1

1 1

1 1sup d sup dn

p
p

B Bn p nB BB B
f f x f x f x f x

B Bγ γ γ+ +Λ

 
 ≈ − ≈ −
 
 

∫ ∫




. 

对于 p = ∞， 

( ) ( )1sup supn Bn
B x B

f f x f
Bγ γΛ

∈
≈ −





. 

引理 2.2 [6]设 T 是定义 1.1 中所述的θ -型 Calderón-Zygmund 算子。如果1 p< < ∞且 pAω∈ ，那么存

在常数 ( ), 0C p ω > ，使对任意的 ( )p nf L∈  ，有 

( ) ( ) ( ),p pL LTf C p f
ω ω

ω≤ . 

引理 2.3 [11]假设 B 和 B 为 n 上的两个球且 B B⊂ 。设 0 1γ< < ，则对 ( )nf γ∈Λ  ，有 

( )n
n

BBf f C f B
γ

γ

Λ
− ≤







. 

3. 定理的证明 

对于任意的球 B，假设球 B 的球心为 0x ，半径为 r。对任意的 ( )p nf L∈  ，需要估计 

( )
1

1 1 ( ) d
p

p
b bn BB

T f y T f y
BB β

 
−  

 
∫ . 

用 * 8B B= 表示球 B 的 8 倍同心扩张，令 *1 B
f f χ= ， 2 1f f f= − 。则对任何实数 c，由 Minkowski 和

Hölder 不等式，得 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

1

1

1

11

1 1 d

1 1 d

1 1 1 d d

1 1 1 1 1d d d

p
p

b bn BB

p
p

b bn BB

pp

b bn B B

pp p
p

b bn nB B B

T f y T f y
BB

T f y c c T f y
BB

T f y c T f z c z y
B BB

T f y c y T f z c z y
B B BB B

β

β

β

β β

 
−  

 

 
= − + −  

 

 
 = − − −
 
 

  
 ≤ − + −       

∫

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

1

1 1

1

1 1 1 1d d

1 1 1 1d d

2 1 d

p
p

b bn nB B

p p
p p

b bn nB B

p
p

bn B

T f y c y T f z c z
B BB B

T f y c y T f z c z
B BB B

T f y c y
BB

β β

β β

β

 
≤ − + −  

 

   
≤ − + −      

   

 
≤ −  

 

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

取 ( )( )( )2B B
c T b b f= − − 并注意到

Bb b bT f T f−= ，得 
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( ) ( )

( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )( )( )

( )( )( ) ( )( )( )

1

1

21

1 1

11 1

1

2 21

1 2 3

1 1 d

2 d

2 2d d

2 d

:

B

p
p

b bn BB

pp

b b Bn p B B

p pp p

B Bn p n pB B

pp

B Bn p B B

T f y T f y
BB

T f y T b b f y
B

b y b Tf y y T b b f y y
B B

T b b f y T b b f y
B

I I I

β

β

β β

β

−+

+ +

+

 
−  

 

 ≤ + − 
 

≤ − + −

 + − − − 
 

= + +

∫

∫

∫ ∫

∫

 

对 1I ，注意到1 p< < ∞和 0 1γ< < ，根据引理 2.1 和引理 2.2，得 

( )( ) ( )( )
( )( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1

1

2 d

2 d

2
p n

n p n

n p n

pp

Bn B

pp
Bn L B

Bn L L

L

L

I b y b Tf y y
B

b b Tf y y
B

b b Tf
B

C b Tf

C b f

γ

γ

γ

γ

γ

∞

∞

Λ

Λ

= −

≤ −

≤ −

≤

≤

∫

∫















 

下面估计 2I 。根据引理 2.1，引理 2.2，引理 2.3 有 

( )( )( )( )
( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

* *

* **

1

2 1

1

1

*

2 d

2
p n

p n

p n p n

p n p

n p n

pp

Bn B

Bn L

Bn L

B Bn nB BL L

n

n nL B L BB L

L

I T b b f y y
B

T b b f
B

C b b f
B

C Cb b f b b f
B B

C Cb b f b B f
B B

C b f

γ

γ

γ

γ

γ

γ γ

γ

γ γ

χ χ

∞ Λ

Λ

= −

≤ −

≤ −

≤ − + −

≤ − +

≤

∫



















 

接下来估计 3I 。对于任意的 ( )0, ,y B B x rω ∈ = ，当 ( )* 1 *2 \ 2 1,2,k kz B B k−∈ =  时，有 

2 y y zω− < − 和 2 ky
y z

ω −−
<

−
. 
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因为θ 为非减函数，所以有 ( )2 ky
y z

ω
θ θ − −

<  − 
。于是 

( )( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

*

*

* 1 *

*

2 2

2

2 \2
1

*2
1

, , d

, , d

1 d

1 d

2
d

2

n

c

c

k k

k

B B

B

BB

BnB

BnB B
k

k

BkB
k

T b b f y T b b f

K y z K z b z b f z z

K y z K z b z b f z z

y
C b z b f z z

y z y z

y
C b z b f z z

y z y z

C b z b f z z
B

ω

ω

ω

ω
θ

ω
θ

θ

−

∞

=

−
∞

=

− − −

≤ − −

≤ − −

 −
≤ −  − − 

 −
≤ −  − − 

≤ −

∫

∫

∫

∑∫

∑∫



 

从而 

( )( )( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( )( )( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

*

*

1

3 2 2

1

2 2

1

*2
1

1

*2
1

2 d

2 1 d d

22 1 d d d
2

2 1d d d
2

k

k

pp

B Bn B B

pp

B Bn B B

ppk

Bn kB B B
k

ppk

Bn kB B B
k

I T b b f y T b b f y
B

T b b f y T b b f y
BB

C b z b f z z y
B BB

C b z b f z z y
BBB

γ

γ

γ

γ

ω ω

θ
ω

θ
ω

−
∞

=

−
∞

=

 = − − − 
 

 
 = − − −
 
 

 
 ≤ −  
 

 
 ≤ −
 
 

∫

∫ ∫

∑∫ ∫ ∫

∑∫ ∫ ∫

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

*

**

**

* 2
1

* 22
1

* 22
1

3,1 3,2

2
d

2

2
d

2

2
d

2

:

k

kk

kk

k

Bn k B
k

k

n k BB
k

k

Bn k BB
k

C b z b f z z
BB

C b z b f z z
BB

C b b f z z
BB

I I

β

β

β

θ

θ

θ

−∞

=

−∞

=

−∞

=

≤ −

≤ −

+ −

= +

∑ ∫

∑ ∫

∑ ∫

 

下面的估计会用到以下不等式 

( ) ( )1

0
1

2 dk

k

t
C t

t
θ

θ
∞

−

=

≤ < ∞∑ ∫ .                               (3) 

对于 3,1I ，使用 Hölder 不等式，引理 2.1 和(3)式，有 
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( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

**

* *

* *

*

3,1 * 22
1

* 2 2
1

1 1*
* 2 2

1

1
*

2
1

2
d

2

2
d

2

2
2 d d

2

2 2 d

kk

k k

n k k

n k

k

n k BB
k

k

n k B BLk

k p pn pk
n k B B

k

pn pk k
n B

k

CI b z b f z z
BB

C b b f z z
BB

C B b f z z z
BB

C B b f z z
B

γ

γ

β

β

γ

β

β

β

θ

θ

θ

θ

∞

−
∞

=

−
∞

=

−
∞ ′

Λ
=

∞
−

Λ
=

= −

≤ −

≤

≤

∑ ∫

∑ ∫

∑ ∫ ∫

∑ ∫









 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

*
3

2
1

1

2 2

2

n p k

n p n

n p n

k k
L B

k

k
L

k

L

C b f

C b f

C b f

γ

γ

γ

β θ

θ

∞
+ −

Λ
=

∞
−

Λ
=

Λ

≤

≤

≤

∑

∑











 



 

对于 3,2I ，使用 Hölder 不等式，引理 2.3 和(3)式，有 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

**

*

* *

*

3,2 * 22
1

*
* 2

1

1 1*
* 2 2

1

*
2

1

2
d

2

2
2 d

2

2
2 d d

2

2 2

kk

n k

n k k

n p k

k

Bn k BB
k

k
nk

n k B
k

k p pn pk
n k B B

k

nk k
n L B

k

CI b b f z z
BB

C B b f z z
BB

C B b f z z z
BB

C B b f
B

γ

γ

γ

β

γ

β

γ

β

β

β

θ

θ

θ

θ

−
∞

=

−
∞

Λ
=

−
∞ ′

Λ
=

∞
−

Λ
=

= −

≤

≤

≤

∑ ∫

∑ ∫

∑ ∫ ∫

∑













 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

3

1

1

2 2

2

n p n

n p n

n p n
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





。 

定理证毕。 
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