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摘  要 

本文针对一类细菌降解宿主组织模型的行波解，为了研究行波解的局部稳定性，我们需要研究其渐近行

为。我们将竞争系统转化为合作系统，讨论平衡点的类型和稳定性，并利用比较原理和渐近分析的方法，

研究了它在不稳定点的渐近行为。 
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Abstract 
In this paper, we aim at the traveling-wave solution of a class of bacterial degradation host tissue 
models. In order to study the local stability of the traveling-wave solution, we need to study its 
asymptotic behavior. We transform a competitive system into a cooperative system, discuss the 
types and stability of equilibrium points, and study its asymptotic behavior at unstable points us-
ing the method of comparison principle and asymptotic analysis. 
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1. 背景 

为了描述细胞外细菌病原体的过程，例如铜绿假单胞菌，能够通过外毒素和降解外酶的作用穿透宿

主组织。King 等人在文献[1]中介绍了一个数学模型，包括一个反应扩散方程和一个常微分方程。在没有

显著免疫反应的情况下，预测细菌进入组织的行波，其速度可以根据模型参数明确地确定。在基于蛋白

质的基质中进行了简单的体外实验，产生了与这种行为一致的结果。关于建模的详细背景和想法，可以

参考文献[1] [2]，他们关注了细菌感染的速度。例如，烧伤的伤口可能侵入潜在组织(对患者产生可怕的

潜在后果，特别是由败血症引起的死亡率)。由于对细菌感染的深入了解，该模型受到了越来越多的关注。

Hilhorst 等人在文献[3]中建立了时间依赖问题的解的存在唯一性，以及在大退化速率极限下对极限问题的

收敛性。对于偏微分方程行波解的稳定性已经得到了很好地研究，例如，期刊文献[4]-[14]、专著[15] [16]
和调查论文[17]。在文章[18] [19] [20] [21]中，Hilhorst 等人研究了系统无量纲形式的存在性和行波解的行

为，该系统作为细菌降解宿主组织的模型出现，模型如下： 

( )
( )

1 ,

1 .
t xx

t

u u u v u v

v u v

γ= − + − −


= −
                                (1) 

其中 u 表示细菌产生的降解酶的浓度，1 v− 表示衡量健康组织的体积分数， γ 为正常数。人们一般认为

细菌的种群密度与 v 成正比。 
通过简单的计算，易得系统(1)有两个常数平衡点 ( )0 0,0e = 和 ( )1 1,1e = 。其中， 0e 是不稳定的， 1e 是

稳定的。因此，系统(1)就是单稳态的单调系统。通过做以下变化 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,u x t U z v x t V z z x ct= = = −                          (2) 

然后可以得到 

( )( ) ( )( )1 0, , , .U V e U V e−∞ = +∞ =                             (3) 

结合方程(1)，得到关于 ( )( ),U V z 的系统： 

( )
( )

1 0,

1 0.
zz z

z

U cU U V U V

cV U V

γ + − + − − =


+ − =
                           (4) 

进一步，使用变换 ( )( ) ( )( ), , , ,u v x t U V z t= 可以把方程(1)转化为以下系统 

( )
( )

1 ,

1 .
t zz z

t z

U U cU U V U V

V cV U V

γ= + − + − −


= + −
                          (5) 

本文的目的是研究方程(1)稳态解的局部渐近行为。渐近行为可以作为行波解动力学性质很重要的部

分，可以用来证明行波解的稳定性等。本文将具体分析行波解在平衡点附近的动力学行为。 
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我们的安排如下，第一节主要讨论系统的研究背景，并将竞争系统转换为合作系统，讨论了平衡点

的稳定类型。第二节研究了在不稳定点处的局部渐近行为，并给出了在无穷远处的等价行为。第三节给

出了本文的结论。 

2. 在 e0 的局部渐近行为 

在这个部分，我们将研究行波解 ( )( ),U V z 在靠近平衡点(0, 0)的局部渐近行为。先讨论 z →∞时，系

统(4)的渐近行为。让 

( )( ) ( )1 2, ~ e , e ,z zU V z µ µζ ζ− −                                 (6) 

其中，参数 1 2, ,ζ ζ µ 都为正的常数。把式(6)代入(4)，线性化系统，得到 

( ) 1

2

0
,

0
A

ζ
µ

ζ
   

=   
  

                                     (7) 

其中， 

( ) ( )2 1 1
.

1
c

A
c

µ µ γ
µ

µ
 − − +

=  
− 

                              (8) 

这个方程(7)有非零的解，当且仅当 ( )det 0A = 。因此，可以得到 

( )3 2 11 0.c
c

µ µ µ γ− − + + =                                 (9) 

假设 ( )1, 2,3i iµ = 是方程(9)的三个根，由韦达定理，根据根与系数的关系，得  

1 2 3 1 2 3
10, 0,c
c

µ µ µ µ µ µ+ + = > = − <                           (10) 

假设 ( ) ( )3 2 11g c
c

µ µ µ µ γ= − − + + ，那么计算可得 ( ) 10 0g
c

= > 和 ( ) 0g −∞ < 。因此，方程(9)存在一

个负数根 3 0µ < 。那么其他的两个根 1µ 、 2µ 满足方程 

( )2
3

3

1 0.c
c

µ µ µ
µ

+ − − =                                (11) 

通过计算式(11)，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
3 3 3 3

3 3
1 2

4 4

, .
2 2

c c c c
c c

µ µ µ µ
µ µ

µ µ
− − − + − + − +

= =              (12) 

由文献[20]中引理 2.2 可知，当选取 0 0,c µ 时，我们假定 0 1 2µ µ µ= = ，其中 0c 需要满足以下方程组 

( ) ( )

( ) ( )

2
0 0

22
0

1 1 3,

3 1 2 1 3.

c µ γ γ

µ γ γ

 = − + + + +

 = − + + + +

                          (13) 

当 0c c≥ 时， 1 2,µ µ 才是实数。此时，我们有 3 1 20µ µ µ< < < 。当 z →∞时，行波解 ( )( ),U V z 的渐近

行为可以表示为： 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 21 1 1 2
1 2

2 1 2 2

e e ,z zU z
C C

V z
µ µζ µ ζ µ

ζ µ ζ µ
− −     

+      
    

                     (14) 
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其中，要么 1 0C > ，或者 1 0C = 时， 2 0C > 。特别的，特征值 ( )1,2i iµ = 对应的特征向量可为 

( )
( )

1

2

.
1

i i

i

cζ µ µ
ζ µ
   

=       
                                   (15) 

定理 1. 对于任何的 0c c> ，波前解U 有如下的渐近行为，当 z →∞，有 

( ) 1
1 1~ e , 0.zU z C Cµ− >                                  (16) 

证明：反证法，假设对于 1 0c c> ，波前解U 有如下的渐近行为，当 z →∞，有 

( ) 2
2 2~ e , 0.zU z C Cµ− >                                  (17) 

在这个假设条件下， ( )( )1,U V x c t− 是如下偏微分方程系统的解： 

( )
( )

1 ,

1 .
t xx

t

u u u v u v

v u v

γ= − + − −


= −
                              (18) 

它的初值条件是 

( ) ( ) ( ) ( ),0 , ,0 .u x U x v x V x= =                             (19) 

对于 0c c≥ ，我们知道系统(15)存在一个单调的行波解。特别地，选取 ( )0 1,c c c∈ ，假设 ( )( ),U V x ct−

是系统(15)具有初始条件的一个解，它的初始条件为 

( ) ( ) ( ) ( ),0 , ,0 .u x U x v x V x= =                            (20) 

通过简单的计算这个解在系统(3)~(4)的 ±∞ 处的渐近行为。我们总能得到(有必要的话，通过平移变

换) ( ) ( )U x U x≤ ，通过比较原理，对于任意的 ( ) ( ), ,x t +∈   ，我们可以得到 

( ) ( )
( ) ( )

1

1

,

.

U x c t U x ct

V x c t V x ct

− ≤ −

− ≤ −
                              (21) 

另一方面，让 1x c tξ = − ，显然 ( ) 0U ξ > ，当 z →∞，有 

( ) ( )( ) ( )1 ~ 0,U x ct U c c t Uξ− = + − +∞ =                       (22) 

而由(18)知， ( ) 0U ξ ≤ 。而这个结论与假设所得 ( ) 0U ξ > 矛盾，所以命题得证。 

3. 结论 

本文讨论行波解的渐近行为，是为了分析其局部稳定性和全局稳定性。本文的分析方法也可以适用

于其他的竞争模型或者其余的反应扩散方程。 
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