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摘  要 

对多元线性回归中回归系数的估计问题，本文考虑了基于 Huber 损失和线性不等式约束的稀疏优化模型。

首先，给出了稀疏优化的原问题、基于 Capped-L1 正则的松弛问题和基于约束惩罚的无约束问题三种模

型。其次，借助惩罚模型方向稳定点的下界性质，在一定条件下分析了三种模型全局最优解的等价性。

最后，提出了光滑化惩罚算法，并证明了该算法的收敛性。本文为求解线性不等式约束稀疏优化问题提

供了理论和方法基础。 
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Abstract 
For the estimation of regression coefficients in multivariate linear regression, a sparse optimiza-
tion model based on Huber loss and linear inequality constraints is considered in this paper. 
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Firstly, three models of the original sparse optimization problem, the relaxation problem based on 
Capped-L1 regularization and the unconstrained problem based on the penalty of constraint are 
given. Secondly, by use of the lower bound property of the directional stationary point of the pe-
nalized model, the equivalence of the global optimal solutions of the three models is analyzed un-
der certain conditions. Finally, a smoothing penalty algorithm is proposed and its convergence is 
proved. This paper provides a theoretical and methodological basis for solving sparse optimiza-
tion problems with linear inequality constraints. 
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1. 引言 

在多元线性回归中，常用的最小二乘法是通过极小化残差平方和来估计回归系数，即： 

( ) 2

2min : ,
nx

F x Ax b
∈

= −


 

其中， m nA ×∈ ， mb∈ 。最小二乘法也常用于曲线拟合。为避免数据的多重共线性和可能出现的欠定

和过拟合现象，并实现变量选择，研究者引入了 0 正则的稀疏优化模型： 

( ) 2

2 0min : ,
nx

F x Ax b xλ
∈

= − +


                              (1) 

其中
0x 表示向量 x 非零分量的个数， 0λ > 是正则化参数。 

由于 0 正则是非凸、非光滑甚至是不连续的。因此，求解问题(1)是 NP 难的[1]。于是一些研究学者

考虑用 1 正则来松弛 0 正则[2] [3] [4]，即 LASSO 回归模型： 

( ) 2

2 1min : ,
nx

F x Ax b xλ
∈

= − +


 

其中 1
1

n

i
i

x x
=

= ∑ 。LASSO 回归模型具有子集选择和岭回归的一些优点，它能够产生可解释的模型并且具 

有岭回归的稳定性。但是 Fan 和 Li 证明了 LASSO 回归模型得到的解是有偏估计[5]，并指出一个好的正

则函数应当使得产生的估计量具有下述四个性质：1) 无偏性，2) 稀疏性，3) 连续性，4) Oracle 性质：

所得估计量与 Oracle 解具有相同的渐进分布，其中 Oracle 解定义为： 

( ) ( )
( )Oracle

:supp supp
arg min ,

x x x
x L x

∗⊂
∈  

( )L x 是损失函数， ( )supp x∗ 是真实解 x∗的支撑集。研究表明，SCAD [5]，MCP [6]和 Capped-L1 等

几类折叠凹正则函数[7] [8] [9] [10]可产生满足无偏性、稀疏性、连续性和 Oracle 性质的估计量[11] [12] 
[13]。因此研究者们考虑用折叠凹函数来松弛 0 正则，即考虑以下折叠凹正则模型： 

( ) ( )2

2min : ,
nx

F x Ax b x
∈

= − +Φ


                             (2) 
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其中 ( ) ( )
1

n

i
i

x xϕ
=

Φ = ∑ 是折叠凹函数， ( )tϕ 可取如下几类函数： 

i) Capped-L1： ( ) min 1, , 0, 0
t

tϕ λ λ γ
γ

  = ⋅ > > 
  

 

ii) MCP： ( )

2

2

, if  0 ,
2 , 0, 1;

, if  ,
2

tt t
t

t

λ γλ
γϕ λ γ

γλ γλ


− ≤ ≤= > >

 >

 

iii) SCAD： ( ) ( )
( )

( )

2

2

, if  0 ,

, if  , , 0, 2.
2 1

1
, if  ,

2

t t

t
t t t

t

λ λ

λ
ϕ λ λ γλ λ γ

γ

γ λ
γλ


 ≤ ≤

 −= − < ≤ > >

−
 + >


 

因为 ( )xΦ 是非凸正则函数，所以问题(2)是非凸优化。研究者们已经发展了多种有效算法，例如：

凸差算法[9] [14] [15] [16]，信赖域算法[17]，迭代重加权算法[18]等。 
文献[19]研究了Capped-L1 正则模型(2)与原 0 正则模型(1)解的关系，在一定条件下证明了Capped-L1

正则模型与原 0 模型全局解的等价性和局部解的包含关系，并给出了邻近梯度算法。文献[20]研究了损

失函数为最小一乘时，MCP 正则模型与原 0 正则模型解的关系，证明了两模型全局解的等价性。文献[21]
对损失函数为一般凸函数的组稀疏优化问题，研究了组 Capped-L1 正则模型与 2,0 正则模型解的关系，

证明了两模型全局解的等价性和局部解的包含关系。文献[22]研究了带线性约束的组稀疏优化问题及其折

叠凹松弛问题解的等价性和求解算法。文献[23]进一步对带一般凸约束的组稀疏优化问题，研究了组

Capped-L1 正则模型与 2,0 正则模型解的关系，并利用组 Capped-L1 正则模型给出了组光滑化邻近梯度

算法。 
由于模型(1)中的最小二乘损失缺乏鲁棒性，对异常值的容忍度不高[3]，而 Huber 函数不仅对异常值

具有鲁棒性，而且结合了最小一乘和最小二乘的优点，既光滑又不会放大误差，因此，将 Huber 函数作

为损失函数具有非常大的优点。另一方面，模型(1)没有考虑约束条件，这也在很大程度上限制了它的应

用范围。 
基于上述分析，本文考虑如下带 Huber 损失和线性不等式约束的稀疏优化模型： 

( )T
0

1

1min

s.t.  ,

n

m

i i
x i

H A x b x
m
Bx h

λ
∈ =

− +

≤

∑


                               (3) 

其中 

( )
21 , ,

2
1 , ,
2

t t
H t

t

δ

δ δ

 ≤= 
  −   

其他

 

是 Huber 函数， m nA ×∈ ， iA是 A 的第 i 个行向量， 1, ,i m=  ， q nB ×∈ ， qh∈ ， 0δ > 。不等

式约束 Bx h≤ 可以刻画真实解(信号)的某些先验信息，如非负性[22]、有界性[19]等，但增加了约束使得

问题的分析和求解变得更加复杂。 
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为便于分析和求解，本文将模型(3)松弛为如下 Capped-L1 正则模型： 

( ) ( )T

1

1min

s.t. .

n

m

i i
x i

H A x b x
m

Bx h
∈ =

− +Φ

≤

∑


                              (4) 

其中 ( ) ( )
1

n

i
i

x xϕ
=

Φ = ∑ ，而 ( ) min 1,
t

tϕ λ
γ

  = ⋅  
  

是 Capped-L1 函数。 

模型(4)是约束优化，为方便研究，将其不等式约束作为惩罚项加罚到目标函数上去，从而转化为如

下无约束优化： 

( ) ( ) ( )T
1

1

1min ,
n

m

i i
x i

H A x b x Bx h
m

α
+∈ =

− +Φ + −∑


                      (5) 

其中 nz+ ∈ ，其定义为 ( ) { }: max 0, iiz z+ = ， 0α > 为惩罚因子。 
这里重要且有趣的问题是，模型(3)、模型(4)和模型(5)之间解的关系如何，特别是它们的解是否具有

某种等价性，以及如何对其求解的问题。 
本文主要工作如下： 
i) 定义了问题(5)的方向稳定点(d-稳定点)，分析了问题(5)的一阶最优性条件，并探讨了问题(3)，(4)

与(5)之间解的关系，证明了等价性。 
ii) 因为问题(4)是非光滑优化问题，本文使用光滑化惩罚方法来计算其 d-稳定点。通过对约束惩罚函

数的光滑化逼近来得到近似问题，并证明了该算法产生的任意聚点都是松弛问题的 d-稳定点，为使用光

滑化方法求解该问题提供了理论和方法保证。 
在接下来的讨论中，为了简便，记： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

{ }

T
1

1

T

1

1

1

1 ,

,

: .

m

i i
i
m

i i
i

n

F x H A x b x Bx h
m

f x H A x b
m

Q x Bx h

x Bx h

α
+

=

=

+

= − +Φ + −

= −

= −

Ω = ∈ ≤

∑

∑



 

对任意闭集 nΩ∈ ， ( )dist , inf
y

x x y
∈Ω

Ω = − 表示 x 到闭集Ω的距离， ( )P xΩ 表示 nx∈ 在Ω上投影

点的集合。 
记向量 x 的支撑集为： 

( ) { }{ } ( ) ( )1 21, , : 0 ,ix i n x x xΓ = ∈ ≠ = Γ ∪Γ  

其中 0γ > ， 

( ) { } ( ) { }1 2: 0 , : .i ix i x x i xγ γΓ = < < Γ = ≥  

符号函数 ( )sgn t 定义为： 

( )
1, 0,

sgn : 0, 0,
1, 0.

t
t t

t

>
= =
− <

 

本文结构如下：第二节首先借助方向导数给出问题(5) d-稳定点的定义，然后得出其 d-稳定点的下界

https://doi.org/10.12677/pm.2022.1211219


田梦达 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2022.1211219 2025 理论数学 
 

性质。第三节探讨问题(3)，问题(4)与问题(5)解的等价性。第四节给出求解问题(5) d-稳定点的光滑化惩

罚方法，并证明该算法的收敛性。 

2. 最优性条件 

2.1. 问题(5)的 d-稳定点 

首先给出问题(5)的 d-稳定点的定义[16] [24]。 
定义 2.1：设 : nF → 在点 nx∈ 处方向可微，则函数 F 在点 x 处沿方向 nw∈ 的方向导数定义

为： 

( ) ( ) ( )
0

; : lim .
F x w F x

F x w
τ

τ
τ↓

+ −
′ =  

定义 2.2：称 * nx ∈ 是问题(5)的 d-稳定点，如果： 

( ) ( ) ( ) ( )* * * * * * * *; ; ; ; 0, .nF x x x f x x x x x x Q x x x xα′ ′ ′ ′− = − +Φ − + − ≥ ∀ ∈  

Peng 和 Chen [24] [25]证明了当目标函数局部 Lipschitz 连续且方向可微时，d-稳定点具有如下最优性

质： 
定理 2.1：设函数 : nF → 在点 ˆ nx∈ 处是局部 Lipschitz 连续且方向可微的，则有如下性质： 
i) 若 x̂ 是函数 F 的局部最优值点，那么 x̂ 是函数 F 的 d-稳定点。 
ii) x̂ 是函数 F 的严格局部最优值点并满足一阶增长性条件，即存在 x̂ 的领域和 0δ > 使得： 

( ) ( )ˆ ˆ , ,F x F x x x xδ≥ + − ∀ ∈  

当且仅当 x̂ 满足： 

( ) { }ˆ ˆ ˆ; 0, \ .nF x x x x x′ − > ∀ ∈  

2.2. 问题(5) d-稳定点的下界性质 

下述定理表明问题(5)的 d-稳定点的非零分量具有一致的下界。 

定理 2.2：设
1

m

i F
i

A q B
m

λ δ α
γ =

> +∑ ，若 * nx ∈ 是问题(5)的 d-稳定点，那么或者 *
ix γ≥ ，或者 * 0ix = ，

1, ,i n∀ =  。 

证明：根据记号，要证明本定理，只需证明 ( )*
1 xΓ = ∅。因 *x 是 d-稳定点，由定义 2.2： 

( ) ( ) ( )* * * * * *; ; ; 0, nf x x x x x x Q x x x xα′ ′ ′− +Φ − + − ≥ ∀ ∈  

其中： 

i) 因为 Huber 损失函数 ( ) ( )T

1

1 m

i i
i

f x H A x b
m =

= −∑ 是可微的，故 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * * * *

1

1; ,
m

i i i
i

f x x x f x x x H A x b A x x
m =

′ ′− = ∇ − = − −∑
    

这里 

( ) ( )

* *

*

*

, ,

sgn , .

i i i i

i i
i i

A x b A x b
H A x b

A x b

δ

δ

 − − ≤′ − = 
⋅ − 其他
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ii) ( ) ( )* * * *

1
; ;

n

i i i
i

x x x x x xϕ
=

′ ′Φ − = −∑ ，且由 ( ) min 1,
t

tϕ λ
γ

  = ⋅  
  

，得： 

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

*

* *
*

* *

* *
*

, 0,

sgn
, 0, ,

;
sgn

min 0, , ,

0, . 

i
i

i i i
i

i i i

i i i
i

x
x

x x x
x

x x x
x x x

x

λ
γ

λ
γ

γϕ
λ

γ
γ


=


 −
 ∈′ − = 
  −  =    
 其他

 

iii) 根据文献[25]，得 ( )* *

1
; :

q

j
j

Q x x x
=

′ − = ∆ = ∆∑ ，其中 

{ }
*

* *

*

0,  , ,

max 0, , ,  , ,

, ,  , 

j j

j j j j

j

B x h

B x x B x h

B x x

 <
∆ = − =


−

如果

如果

其他

 

此处， jB是矩阵 B 的第 j 个行向量。 
下面用反证法证明。假设 ( )*

1 xΓ ≠ ∅。对每个 ( )*
0 1i x∈Γ ，定义 1 2ˆ ˆ, nx x ∈ 如下： 

0

*
0 01 2

**

2 , , 0, ,
ˆ ˆ 1, , .

, ,, ,
i

i i
ii

x i i i i
x x i n

xx

 = == = = 
 



如果 如果

其他其他
 

则 ( )* *ˆ, 0, 1, 2F x x xη η′ − ≥ = 。由上述(i) (ii) (iii)，得： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0 0
0

0 0

0 0
0

* *
* 1 * * *

* *
* 2 * * *

sgn
ˆ, 0,

sgn
ˆ, 0.

i i
i ii

i i
i ii

x x
F x x x f x x

x x
F x x x f x x

λ

γ
λ

γ

 ′ − = ∇ + + ∆ ≥ 

 ′ − = ∇ − −∆ ≥ 

 

于是 

( ) ( )0 0
0 0 0

0

0

*
* * * *

1

*

1

1

.

mi i
i i i i i ii i

m

i iF
i

x
f x H A x b A x B x

m

A q B x
m

λ

γ

δ α

=

=

  ′≤ ∇ + ∆ ≤ − + 

 
≤ + 
 

∑

∑



 

由
0

* 0ix > ，得
1

m

i F
i

A q B
m

λ δ α
γ =

≤ +∑ ，这与已知条件
1

m

i F
i

A q B
m

λ δ α
γ =

> +∑ 矛盾，所以 ( )*
1 xΓ = ∅。 

注：定理 2.2 表明问题(5)的 d-稳定点的非零分量的绝对值具有正下界 γ 。这种解的下界性质在理论

上反映了解的稀疏性，在数值计算中，如果数值解的某些分量小于下界，则可以直接将这些分量取为 0，
这样可以提高解的稀疏度。类似研究可参见文献[11] [19] [22] [24]。 

3. 解的等价性 

3.1. 问题(3)和问题(4)解的等价性 

定理 3.1：若 x ∈Ω，那么 x 是问题(4)的全局最优解当且仅当 x 是问题(3)的全局最优解，且问题(3)
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和问题(4)具有相同的全局最优值。 
证明： 
i) 设 x ∈Ω是问题(4)的全局最优解，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 , ,f x x f x x f x x f x x xλ λ+ = +Φ ≤ +Φ ≤ + ∀ ∈Ω  

其中第一个等式由[19]中引理 2.3 可得，而最后一个不等式由 ( ) 0x xλΦ ≤ 对任何 nx∈ 均成立可得。故 x
是问题(3)全局最优解。 

ii) 设 x ∈Ω是问题(3)全局最优解，但不是问题(4)的全局最优解，则问题(4)存在一个全局最优解 x̂ ，

使得 

( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ .f x x f x x+Φ < +Φ  

由(i)知 x̂ 也是问题(3)全局最优解，因此 

( ) ( )0 0
ˆ ˆ ,f x x f x xλ λ+ < +  

这与 x 是问题(3)全局最优解相矛盾。所以问题(3)的任何全局最优解都是问题(4)的全局最优解。 

3.2. 问题(4)和问题(5)解的等价性 

假设 3.1：矩阵 B 和向量 h 满足如下条件：存在一些正数τ ，使得 ( ) ( )
1

dist ,x Bx hτ
+

Ω ≤ −
 

[26]。 
定理 3.2：设假设 3。1 成立，则问题(4)的全局最优解都是问题(5)的全局最优解。 
证明：因为 ( ) ( )f x x+Φ 是 Lipschitz 连续的，设其 Lipschitz 常数为 fL 。对所有的 fLα τ> ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dist , , , .nf x x x f y y x y P xα
τ Ω+Φ + Ω ≥ +Φ ∀ ∈ ∀ ∈

               (6) 

由假设 3.1 和(6)，可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

,

1

1

inf inf dist ,

inf

inf

inf

inf .

n n

n

n

x x

x y P x

x

x

x

f x x Bx h f x x x

f y y

f x x

f x x Bx h

f x x Bx h

αα
τ

α

α

Ω

+∈ ∈

∈ ∈

∈Ω

+∈Ω

+∈

+Φ + − ≥ +Φ + Ω

≥ +Φ

= +Φ

= +Φ + −

≥ +Φ + −

 





 

因此， x∗是问题(5)的全局最优解。 
定理 3.3：设假设 3.1 成立，且 fLα τ> ，其中 fL 是 ( ) ( )f x x+Φ 的 Lipschitz 常数。若 x∗是问题(5)

的全局最优解，那么 x∗是问题(4)的全局最优解。 
证明： nx∗ ∈ 是问题(5)的全局最优解，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

11
inf

inf

, .

nx

x

f x x Bx h f x x Bx h

f x x

f x x x

α α∗ ∗ ∗
++ ∈

∈Ω

+Φ + − = +Φ + −

≤ +Φ

≤ +Φ ∀ ∈Ω



              (7) 

由假设 3.1，对任意 ( )x P x∗Ω∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )dist , .f x x x f x xα
τ

∗ ∗ ∗+Φ + Ω ≤ +Φ  
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考虑到 ( ) ( )f x x+Φ 是 Lipschitz 连续的，对任意 ( )x P x∗Ω∈ ，由上式得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

dist ,

dist , .f f

x f x x f x x

L L
x x x

τ
α
τ τ
α α

∗ ∗ ∗

∗ ∗

 Ω ≤ +Φ − −Φ 

≤ − = Ω
 

因为 fLα τ> ，故 ( )dist , 0x∗ Ω = ，因此 x∗ ∈Ω。再由 ( )
1

0Bx hα ∗

+
− ≥ 和(7)式，可得 

( ) ( ) ( ) ( )f x x f x x∗ ∗+Φ ≥ +Φ ， x∀ ∈Ω。故 x∗是问题(4)的全局最优解。 

3.3. 问题(3)和问题(5)解的等价性 

由定理 3.1、定理 3.2 和定理 3.3 可得问题(3)与问题(4)之间解的等价性。 

定理：设
1

m

i F
i

A q B
m

λ δ α
γ =

> +∑ ， fLα τ> 且 ( ) ( )
1

dist ,x Bx hτ
+

Ω ≤ − ，则 nx∗ ∈ 是问题(5)的全局

最优解当且仅当它是问题(3)的全局最优解。 

4. 光滑化惩罚算法 

由定理 2.1 可知，d-稳定点具有非常好的局部最优性。如何计算 d-稳定点是一个有趣且具有挑战性的

问题。光滑逼近方法是一种求解非光滑问题非常有效且被广泛使用的方法，参见[19] [22] [23] [24] [26]。
受上述文献启发，本节我们使用光滑化惩罚算法来求解问题(4)。 

对于 { }max ,0t t+ = 函数，将采用下述光滑化函数 

( ) 2

, ,
2

: , 0 ,
2
0, 0,

t t

th t t

t

µ

µ µ

µ
µ

 − ≥
=  < <


≤

 

其中 0µ > 为光滑化参数。因此， ( )Q x 具有如下光滑化函数 

( ) ( )
1

: .
q

j j
j

Q x h B x hµ µ
=

= −∑   

因 ( )0
2

t h tµ
µ

+≤ − ≤ ，故对任意的 nx∈ ，可得 

( ) ( ) ( )0 .
2
qQ x Q x Q xµ µ µ≤ ≤ ≤ +  

此外，注意到 ( ) min ,1th tµ µ +

   ′ =   
   

， 

( ) ( )
1

.
q

j j j
j

Q x h B x h Bµ µ
=

′∇ = −∑   

容易证明，光滑函数 ( )Q xµ 具有下述性质。 

i) ( ) ( )
, 0

lim ,
z x

Q z Q xµµ
µ

→ ↓
= ； 

ii) 对每个固定的 0µ > ， ( )Q xµ 是 x 的凸函数； 

iii) 对每个固定的 0µ > ， ( )Q xµ 关于 x 是 Lipschitz 连续的，即 
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( ) ( )1 2 1 2 ;Q x Q x x xµ µ κ− ≤ −  

iv) 对每个固定的 nx∈ ， ( )Q xµ 关于 µ 是 Lipschitz 连续的，即 

( ) ( )1 2 1 2 .Q x Q xµ µ κ µ µ′− ≤ −  

下面给出求解问题(4)的光滑化惩罚算法的框架。 
 
算法 4.1. 光滑化惩罚算法 

初始步：选取 feasx ∈Ω， 0 nx ∈ ， 0 0α > ， 0 0µ > ， 0 0> ， 1ρ > 和 ( )0,1θ ∈ ，令 0,0 0x x= ， 0k = 。 

迭代步： 
步 1 如果 ( ) ( ),0 feas 

k k

kQ x Q xµ µ> ，令 ,0 feaskx x= 。 

用 ,0kx 作为初始点求 ( ) ( ) ( ) ( ){ },min :
k k kkG x f x x Q xλ µ µα= + Φ + 的近似解 kx ，使得 

( ) ( ) ( ){ }{ }max 0, min , , , .n k

k k k k k k
k kx

f x x x x x x Q x x xµα
∈

′− ∇ − + Φ − + ∇ − ≤


  

步 2 令 1k kα ρα+ = ， 1k kµ θµ+ = ， 1k kθ+ =  ， 1,0k kx x+ = 。 
步 3 令 1k k= + ，转步 1。 
停止 

 
在算法 4.1 中， 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1

1

1 ,

; ; ,

,

m
k k

i i i
i

m
k k k k

i i i
i

q
k k

j j j
j

f x H A x b A
m

x x x x x x

Q x h B x h Bµ µ

ϕ

=

=

=

′∇ = −

′ ′Φ − = −

′∇ = −

∑

∑

∑





 

其中， 

( ) ( )
, ,

sgn , ,

k k
i i i ik

i i k
i i

A x b A x b
H A x b

A x b

δ

δ

 − − ≤′ − = 
⋅ − 其他

 




 

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

, 0,

sgn
, 0, ,

;
sgn

min 0, , ,

0, ,

i k
i

k k
i i i k

ik k
i i i

k k
i i i k

i

x
x

x x x
x

x x x
x x x

x

λ
γ

λ
γ

γϕ
λ

γ
γ


=


 − ∈′ − = 
  −  =    
 其他

 

( ) min ,1 .
k

j jk
j j

B x h
h B x hµ µ

+

  − ′ − =       


  

由上述表达式可知 ( ) ( ) ( )1, , ,k k
i i FH A x b i n f x A

m
δδ′ − ≤ = ∇ ≤

 和 
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( ) ( )0 1 1, ,k
j jh B x h j qµ′≤ − ≤ = 

 。 

注意，这里只是对非光滑项 ( ) ( )
1

Q x Bx h
+

= − 进行了光滑化，并未对非光滑项 ( )xΦ 进行光滑化。

因此，如何求解迭代步中步 1 的子问题 ( ),min n k kx
G xλ µ∈

是非常关键的。该子问题仍是一个非光滑优化，

但 ( )xΦ 的邻近函数具有解析表达式[19]，因此，本文建议采用文献[26]中的非单调邻近梯度(NPG)算法对

其进行求解。 
定理 4.1：设 kx 是算法 4.1 生成的序列，则{ }kx 的任何聚点 x∗都是问题(4)的 d-稳定点，即 

( ) ( )* * * * *; ; 0, .x f x x x x x x x′ ′∈Ω − +Φ − ≥ ∀ ∈Ω且  

证明：设{ }kx 的收敛子列{ }kx

，使得当 k ∈， k →∞时， *kx x→ 。 

1) 首先证明 *x 是问题(4)的可行点： 

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

1

,

feas
,

feas feas

2
1

2
1

2
1 1 ,

2

k

k k

k k

k k
k

k
k

k

k
k

k
k k

qBx h Q x

qG x

qG x

qf x x

µ

λ µ

λ µ

µ

µ
α

µ
α

µ
α α

+
− ≤ +

≤ +

≤ +

= + Φ +

 

故当 k ∈， k →∞时，有 ( )
1

0kBx h
+

− ≤ ，即 *x ∈Ω。 

2) 其次证明 *x 是问题(4)的 d-稳定点。定义 

( ): , 1, ,
k

k k
j j jw h B x h j pµ′= − ∀ = 

  

和 

{ }{ }* *: 1, , : 0 ,j jI j p B x h= ∈ − =

  

则 0 1, 1, ,k
jw j p≤ ≤ ∀ =  ；当 *j I∉ 时， * 0j jB x h− < ，且当 k 充分大时，有 0k

j jB x h− < ，此时也

有 0k
jw = ；当 *j I∈ 时， * 0k

j j j jB x h B x h− → − =  ， ( ) 0
k

k k
j j jw h B x hµ′= − → 。因 

( ) ( ) ( ){ }min , , , , .n k

k k k k k k n
k kx

f x x x x x x Q x x x xµα
∈

′∇ − +Φ − + ∇ − ≥ − ∀ ∈


  

再由方向导数的表示，存在 ( )1: , ,k k k
nζ ζ ζ= 


且 ( ) , 1, ,k k

i ix i nζ φ∈∂ =  ，使得 

( )
*

, , .k k k k n
k j j k

j I

f x w B x x xζ α
∈

∇ + + − ≥ − ∀ ∈∑                      (8) 

因 ( )xΦ 是全局 lipschitz 的，故{ }kζ 都是有界的。由上式及 ( ){ }kf x∇ 和{ }kζ 的有界性，对每个 *j I∈ ，

{ }k
k jwα 都是有界的，否则可取 ( )

*

ˆ k k k k
k j j

j I

x x f x w Bζ α
∈

 
= − ∇ + + 

  
∑ ，使得 

( ) ( )
* *

2

ˆ, ,k k k k k k k
k j j k j j

j I j I

f x w B x x f x w Bζ α ζ α
∈ ∈

∇ + + − = − ∇ + + → −∞∑ ∑  

与(8)矛盾。因此，不妨设 
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{ } ( ) ( ) { } [ ]* * * * *
1 , , , 0, , ,k k

n k j jx w y C j Iζ ζ ζ ζ α→ = ∈∂Φ → ∈ ∈



 
 

其中 0C > 为某一常数。在(8)中，由 0k → ，得 

( )
*

* * *, 0, .n
i j

i I

f x y B x x xζ
∈

∇ + + − ≥ ∀ ∈∑   

取 ( )
*

* * *
i j

i I

x x f x y Bζ
∈

 
= − ∇ + + 

 
∑ ，由上式得 ( )

*

2
* * 0i j

i I

f x y Bζ
∈

− ∇ + + ≥∑ ，故 

( )
*

* * 0.i j
i I

f x y Bζ
∈

∇ + + =∑  

由 { }* :x x Bx h∈Ω = ≤ ，知 ( )
*

*
i j

i I

y B N xΩ
∈

∈∑ ，故 ( ) ( )* * *f x N xζ Ω
 

∈− ∇ + 。注意到， x∀ ∈Ω，有

( )* *x x T xΩ− ∈ 。因此， 

( )* * *, 0, .f x x x xζ∇ + − ≥ ∀ ∈Ω  

进而， x∀ ∈Ω，有 

( )
( ) ( )

( ) ( )
*

* * *

* * *

* * * *

0 ,

, max ,

; ; .

x

f x x x

f x x x x x

f x x x x x x

ζ

ζ

ζ
∈∂Φ

≤ ∇ + −

≤ ∇ − + −

′ ′= − +Φ −

 

上式表明， *x 是问题(4)的 d-稳定点。 

5. 总结 

本文研究了基于 Huber 损失的线性不等式约束稀疏优化问题。我们给出了稀疏优化的原问题、松弛

问题和惩罚问题等三种模型，在一定条件下分析了三种模型全局最优解的等价性，提出了求解该问题的

光滑化惩罚算法，并证明了该算法的收敛性。本文为求解线性不等式约束稀疏优化问题提供了理论和方

法基础。下一步将通过数值实验和算例进一步检验算法的实际效果。 
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