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摘  要 

从方程的角度求解曲面上的测地线，是我们求测地线的常用方法。但是这种方法在求一些具体问题时计

算量很大，同时也不利于人们对于曲面上测地线的直观想象。本文从测地曲率几何意义的角度出发，求

出了椭圆抛物面、旋转抛物面和双曲抛物面上经过原点的所有平面曲线类型的测地线，求解过程简单，

有助于人们直观理解，并利用数学软件Mathematica画出了测地线的图像。 
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Abstract 
Solving geodesics on surfaces from the perspective of equations is a common method we use to 
find geodesics. However, this method is very computationally intensive when solving some specif-
ic problems, and it is also not conducive to people’s intuitive imagination of geodesics on surfaces. 
In this paper, from the perspective of the geometric meaning of geodesic curvature, the geodesic of 
all plane curve types passing through the origin on elliptic paraboloid, rotating paraboloid and 
hyperbolic paraboloid are obtained, and the solution process is simple and helpful for people to 
intuitively understand, and use the mathematical software Mathematica to draw the geodesic im-
age. 
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1. 引言 

测地线又称为短程线，在数学上可以理解为平面上的直线在曲面上的推广，用于描述曲面上两点之

间的最短曲线，是微分几何中的重要概念。它不仅在数学内部有着十分重要的作用，在物理学、工程学

和大地测量学等方面也有广泛的应用。通过曲面上测地线的形状和性质，可以分析曲面的结构和性质。

比如，球面上的测地线必在球面的大圆上[1]，因为大圆在其上每一点处的切平面上的正投影曲线为直线，

而小圆显然不是。为了更好地应用测地线，求出测地线的方程是一个有效途径。测地线方程可以由多种

方法推导出来，参考文献[2]利用测地线的定义分析了曲线成为测地线的条件；参考文献[3]通过 Liouville
公式求出了旋转双曲面、正螺面和平面这些具有正交坐标网的曲面上的测地线族，再利用曲面之间的等

距对应关系求出了螺旋面、悬链面和抛物柱面上的测地线族；参考文献[4]根据测地线的几何性质，应用

微分方程及变分法从数学角度阐述了椭圆柱面上测地线的求解方法；参考文献[5]通过参数变换为双曲抛

物面建立曲率线网参数表示，由此确定该曲面上所有平面曲线类型的测地线。其中参考文献[5]在求测地

线的过程中借助数学软件 Maple 编程辅助计算，计算量很大，同时也不利于对曲面上测地线的直观想象。

求测地线方程的方法很多，但寻找到一种求解过程简单、有助于人们直观理解的推导方法是不容易的。

本文利用测地曲率的几何意义，做出抛物面上原点处以法线为轴的法截面束，以法截面和曲面的交线即

法截线为研究对象，通过判断法截面与法截线上除原点外任意一点的切平面是否垂直来判断法截线向其

上每点处切平面作正投影的曲线是否为直线，以此求出了椭圆抛物面、旋转抛物面和双曲抛物面上经过

原点的平面曲线类型的测地线方程，并利用数学软件 Mathematica 画出了测地线的图像。 
定义 1 [6]所有投射线相互平行的投影称为平行投影，投射线与投影面相互垂直的平行投影称为正

投影。 
下面我们给出测地曲率的几何意义。 
命题 1 [7] [8]曲面 S 上的曲线(C)，它在 P 点的测地曲率 kg 的绝对值等于(C)在 P 点的切平面 Π上的

正投影曲线( *C )的曲率 k。 
直线的曲率为 0 [7]，那么根据测地曲率的几何意义，我们知道曲面 S 上曲线(C)在其上每一点处的切

平面上的正投影曲线为直线时，曲线的测地曲率为 0，是测地线。  
引理 1 [9]如果两个平面 

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

: 0,
: 0
A x B y C z D
A x B y C z D

π
π

+ + + =
+ + + =

 

交于一条直线 L，那么以直线 L 为轴的有轴平面束的方程是 

( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2 0l A x B y C z D m A x B y C z D+ + + + + + + =  

其中 ,l m 是不全为零的任意实数。 
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引理 2 当两平面垂直时，其中一个平面上的曲线在另一个平面上的正投影曲线为直线，否则为曲线。 
证：当两平面垂直时(见图 1)， 1π 上的任意点正投影到两平面的交线上，所以 1π 上任意曲线在 2π 上

的正投影为直线。当两平面不垂直时(见图 2)， 1π 上非直线的任意曲线在 2π 上的正投影都不是直线。 
 

 
Figure 1. The two planes are perpendicular 
图 1. 两平面垂直 

 

 
Figure 2. The two planes are not perpendicular 
图 2. 两平面不垂直 

2. 主要结果 

曲面上如果存在直线，则此直线一定是测地线[7]，故下面只寻找曲面上非直线的测地线。 

定理1椭圆抛物面 21cos , sin ,
2

au v bu v u =  
 

r 上经过原点的非直线的平面曲线类型的测地线有且仅有

两条，分别为
2

1 2,0,
2
xx
a

 
=  
 

r 和
2

2 20, ,
2
yy
b

 
=  
 

r 。 

证：椭圆抛物面 21cos , sin ,
2

au v bu v u =  
 

r 的一般方程为 ( )
2 2

2 2 2 0, 0x y z a b
a b

+ = > > 。 

令 ( )
2 2

2 2, , 2x yF x y z z
a b

= + − ，则 ( ) ( ) ( )2 2

2 2, , , , , , , , 2x y z
x yF x y z F x y z F x y z

a b
= = = − 。 

所以椭圆抛物面在点 ( )0 0 0, ,x y z 处的切平面方程为 

( ) ( ) ( )0 0
0 0 02 2 0

x y
x x y y z z

a b
− + − − − = . 
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法线方程为 

0 0 0

0 0
2 2

1
x x y y z z

x y
a b

− − −
= =

−
. 

则法线的一般方程为 

0 0

0
2

0 0

0
2

1

1

x x z z
x
a

y y z z
y
b

− − = −

 − − =
 −


， 

即 
2 2

0 0 0 0
2 2

0 0 0 0

0

0

a x x z a x x z

b y y z b y y z

 + − − =


+ − − =
. 

所以椭圆抛物面一点处的法截面束为 

( ) ( )2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0l a x x z a x x z m b y y z b y y z+ − − + + − − = ， 

即 

( )2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0a lx b my x l y m z a x l x z l b y m y z m+ + + − − − − = . 

其中 ,l m 是不全为零的任意实数。 
因为 

( )2 20 0
0 02 2 0

x y
a l b m x l y m

a b
⋅ + ⋅ − + = ， 

所以椭圆抛物面每点处的法截面与该点处的切平面垂直。 
当 ( )0 0 0, ,x y z 为原点 ( )0,0,0 点时，法截面束与椭圆抛物面相交得到的法截线为 

2 2

2 2

2 2

0

2

a lx b my
x y z
a b

 + =



+ =


， 

存在三种情况： 
① 0, 0l m= ≠ 时法截面方程为 0y = ，法截线的参数方程为 

2

1 2,0,
2
xx
a

 
=  
 

r .                                     (1) 

② 0, 0l m≠ = 时法截面方程为 0x = ，法截线的参数方程为 
2

2 20, ,
2
yy
b

 
=  
 

r .                                     (2) 

③ 0, 0l m≠ ≠ 时法截面方程为 2 2 0a lx b my+ = ，法截线的参数方程为 

( )6 2 6 2 22

3 2 2 6 2, ,
2

a l b m xa lxx
b m a b m

 + = − 
  

r .                              (3) 
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情况①中法截线(1)上除原点外任意一点
2
1

1 2,0,
2
xx
a

 
 
 

处的切平面方程为 

( )
2

1 1
12 2 0

2
x xx x z
a a

 
− − − = 

 
. 

因为 

( )1
2 0 0 1 1 0 0

x
a

× + × + − × = ， 

所以通过(1)的法截面 0y = 与(1)上任意一点处的切平面都垂直。 
从而由引理 2 知法截线(1)在其上任意点处的切平面上的正投影曲线为直线，是测地线。 

情况②中法截线(2)上除原点外任意一点
2
1

1 20, ,
2
yy
b

 
 
 

处的切平面方程为 

( )
2

1 1
12 2 0

2
y yy y z
b b

 
− − − = 

 
. 

因为 

( )1
20 1 0 1 0 0

y
b

× + × + − × = ， 

所以通过(2)的法截面 0x = 与(2)上任意一点处的切平面都垂直。 
从而由引理 2 知法截线(2)在其上任意点处的切平面上的正投影曲线为直线，是测地线。 

情况③中法截线(3)上除原点外任意一点
( )6 2 6 2 22

11
1 2 2 6 2, ,

2

a l b m xa lxx
b m a b m

 + − 
  

处的切平面方程为 

( )
( )6 2 6 2 22 2

11 1 1
12 4 2 2 6 2 0

2

a l b m xx a lx a lxx x y z
a b m b m a b m

 +   − − + − − =      
. 

因为 

( )
2 2

2 21 1 1
12 4 21 0 0

x a x l a x la l b m x l
a b m b

 
⋅ + − ⋅ + − × = − ≠ 

 
， 

所以通过(3)的法截面 2 2 0a lx b my+ = 与(3)上除原点外任意一点处的切平面都不垂直，由引理 2 知法

截线(3)在其上任意点处的切平面上的正投影曲线都不是直线，则法截线(3)不是测地线。 

从而椭圆抛物面 21cos , sin ,
2

au v bu v u =  
 

r 上经过原点的非直线的平面曲线类型的测地线方程有且

仅有两条，分别为
2

1 2,0,
2
xx
a

 
=  
 

r 和
2

2 20, ,
2
yy
b

 
=  
 

r 。 

下面给出椭圆抛物面上测地线向原点处切平面作正投影的图像(见图 3)，其中红色线曲线是测地线，

绿色曲线是测地线在原点处切平面上的正投影曲线。 

定理2旋转抛物面 21cos , sin ,
2

au v au v u =  
 

r 上原点处的法截面束与旋转抛物面相交得到的法截线都

是测地线。 
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(a)                                (b) 

Figure 3. Orthographic projection of the geodesic of the elliptic paraboloid at the origin (a) (b) 
图 3. 椭圆抛物面上测地线在原点处作正投影(a) (b) 

 

证：旋转抛物面 21cos , sin ,
2

au v au v u =  
 

r 的一般方程为 ( )
2 2

2 2 2 0, 0x y z a b
a a

+ = > > 。 

令 ( )
2 2

2 2, , 2x yF x y z z
a a

= + − ，则 ( ) ( ) ( )2 2

2 2, , , , , , , , 2x y z
x yF x y z F x y z F x y z

a a
= = = − 。 

所以旋转抛物面在点 ( )0 0 0, ,x y z 处的切平面方程为 

( ) ( ) ( )0 0
0 0 02 2 0

x y
x x y y z z

a a
− + − − − = . 

法线方程为 

0 0 0

0 0
2 2

1
x x y y z z

x y
a a

− − −
= =

−
. 

则法线的一般方程为 

0 0

0
2

0 0

0
2

1

1

x x z z
x
a

y y z z
y
a

− − = −

 − − =
 −


， 

即 
2 2

0 0 0 0
2 2

0 0 0 0

0

0

a x x z a x x z

a y y z a y y z

 + − − =


+ − − =
. 

所以旋转抛物面一点处的法截面束为 

( ) ( )2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0l a x x z a x x z m a y y z a y y z+ − − + + − − = ， 

即 

( )2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0a lx a my x l y m z a x l x z l a y m y z m+ + + − − − − = . 

其中 ,l m 是不全为零的任意实数。 
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因为 

( )2 20 0
0 02 2 0

x y
a l a m x l y m

a a
⋅ + ⋅ − + = ， 

所以旋转抛物面每点处的法截面与该点处的切平面垂直。 
当 ( )0 0 0, ,x y z 为原点 ( )0,0,0 点时，法截面束与旋转抛物面相交得到的法截线为 

2 2

2 2

2 2

0

2

a lx a my
x y z
a a

 + =



+ =


， 

存在三种情况： 
① 0, 0l m= ≠ 时法截面方程为 0y = ，法截线的参数方程为 

2

4 2,0,
2
xx
a

 
=  
 

r .                                    (4) 

② 0, 0l m≠ = 时法截面方程为 0x = ，法截线的参数方程为 
2

5 20, ,
2
yy
a

 
=  
 

r .                                    (5) 

③ 0, 0l m≠ ≠ 时法截面方程为 2 2 0a lx a my+ = ，法截线的参数方程为 

( )2 2 2

6 2 2, ,
2

l m xlxx
m a m

 + = − 
  

r .                               (6) 

情况①中法截线(4)上除原点外任意一点
2
1

1 2,0,
2
xx
a

 
 
 

处的切平面方程为 

( )
2

1 1
12 2 0

2
x xx x z
a a

 
− − − = 

 
. 

因为 

( )1
2 0 0 1 1 0 0

x
a

× + × + − × = ， 

所以通过(4)的法截面 0y = 与(4)上任意一点处的切平面都垂直。 
从而由引理 2 知法截线(4)在其上任意点处的切平面上的正投影曲线为直线，是测地线。 

情况②中法截线(5)上除原点外任意一点
2
1

1 20, ,
2
yy
a

 
 
 

处的切平面方程为 

( )
2

1 1
12 2 0

2
y yy y z
a a

 
− − − = 

 
. 

因为 

( )1
20 1 0 1 0 0

y
a

× + × + − × = ， 

所以通过(5)的法截面 0x = 与(5)上任意一点处的切平面都垂直。 
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从而由引理 2 知法截线(5)在其上任意点处的切平面上的正投影曲线为直线，是测地线。 

情况③中法截线(6)上除原点外任意一点
( )2 2 2

11
1 2 2, ,

2

l m xlxx
m a m

 + − 
  

处的切平面方程为 

( )
( )2 2 2

11 1 1
12 2 2 2 0

2

l m xx lx lxx x y z
ma a m a m

 +   − − + − − =      
 

因为 

( )2 21 1
2 2 1 0 0

x x la l a m
a a m

 ⋅ + − ⋅ + − × = 
 

， 

所以通过(6)的法截面 2 2 0a lx a my+ = 与(6)上任意一点处的切平面都垂直。 
从而由引理 2 知法截线(6)在其上任意点处的切平面上的正投影曲线为直线，是测地线。 

综上旋转抛物面 21cos , sin ,
2

au v au v u =  
 

r 上原点处的法截面束与旋转抛物面相交得到的法截线都

是测地线。 
下面给出旋转抛物面上部分测地线向原点处切平面作正投影的图像(见图 4)，其中红色线曲线是测地

线，绿色曲线是测地线在原点处切平面上的正投影曲线。 
 

 
Figure 4. Orthographic projection of the geodesic of the rotating pa-
raboloid at the origin   
图 4. 旋转抛物面上测地线在原点处作正投影 

 
定理 3 双曲抛物面 ( ) ( ){ }, , 2a u v b u v uv= + −r 上经过原点的非直线的平面曲线类型的测地线有且仅

有两条，分别为
2

7 2,0,
2
xx
a

 
=  
 

r 和
2

8 20, ,
2
yy
b

 
= − 
 

r 。 

证：双曲抛物面 ( ) ( ){ }, , 2a u v b u v uv= + −r 的一般方程为 ( )
2 2

2 2 2 0, 0x y z a b
a b

− = > > 。 

令 ( )
2 2

2 2, , 2x yF x y z z
a b

= − − ，则 ( ) ( ) ( )2 2

2 2, , , , , , , , 2x y z
x yF x y z F x y z F x y z

a b
= = − = − ， 

所以双曲抛物面在点 ( )0 0 0, ,x y z 处的切平面方程为 

( ) ( ) ( )0 0
0 0 02 2 0

x y
x x y y z z

a b
− − − − − = . 
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法线方程为 

0 0 0

0 0
2 2

1
x x y y z z

x y
a b

− − −
= =

−−
. 

法线的一般方程为 

0 0

0
2

0 0

0
2

1

1

x x z z
x
a

y y z z
y
b

− − = −



− − = −−


， 

即 
2 2

0 0 0 0

2 2
0 0 0 0

0

0

a x x z a x x z

b y y z b y y z

 + − − =


− − + =
. 

则双曲抛物面一点处的法截面束为 

( ) ( )2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0l a x x z a x x z m b y y z b y y z+ − − + − − + = ， 

即 

( )2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0a lx b my x l y m z a x l x z l b y m y z m+ + − − − − + = . 

其中 ,l m 是不全为零的任意实数。 
因为 

( )2 20 0
0 02 2 0

x y
a l b m x l y m

a b
⋅ − ⋅ − − = ， 

所以双曲抛物面每点处的法截面与该点处的切平面垂直。 
当 ( )0 0 0, ,x y z 为原点 ( )0,0,0 点时，法截面束与双曲抛物面相交得到的法截线为 

2 2

2 2

2 2

0

2

a lx b my
x y z
a b

 + =



− =


， 

存在三种情况： 
① 0, 0l m= ≠ 时法截面方程为 0y = ，法截线的参数方程为 

2

7 2,0,
2
xx
a

 
=  
 

r .                                    (7) 

② 0, 0l m≠ = 时法截面方程为 0x = ，法截线的参数方程为 

2

8 20, ,
2
yy
b

 
= − 
 

r .                                   (8) 

③ 0, 0l m≠ ≠ 时法截面方程为 2 2 0a lx b my+ = ，法截线的参数方程为 
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( )6 2 6 2 22

9 2 2 6 2, ,
2

b m a l xa lxx
b m a b m

 − = − 
  

r .                             (9) 

情况①中法截线(7)上除原点外任意一点
2
1

1 2,0,
2
xx
a

 
 
 

处的切平面方程为 

( )
2

1 1
12 2 0

2
x xx x z
a a

 
− − − = 

 
. 

因为 

( )1
2 0 0 1 1 0 0

x
a

× + × + − × = ， 

所以通过(7)的法截面 0y = 与(7)上任意一点处的切平面都垂直。 
从而由引理 2 知法截线(7)在其上任意点处的切平面上的正投影曲线为直线，是测地线。 

情况②中法截线(8)上除原点外任意一点
2
1

1 20, ,
2
yy
b

 
− 

 
处的切平面方程为 

( )
2

1 1
12 2 0

2
y yy y z
b b

 
− − − + = 

 
. 

因为 

( )1
20 1 0 1 0 0

y
b

 × + − × + − × = 
 

， 

所以通过(8)的法截面 0x = 与(8)上任意一点处的切平面都垂直。 
从而由引理 2 知法截线(8)在其上任意点处的切平面上的正投影曲线为直线，是测地线。 

情况③中法截线(9)上除原点外任意一点
( )6 2 6 2 22

11
1 2 2 6 2, ,

2

b m a l xa lxx
b m a b m

 − − 
  

处的切平面方程为 

( )
( )6 2 6 2 22 2

11 1 1
12 4 2 2 6 2 0

2

b m a l xx a lx a lxx x y z
a b m b m a b m

 −   − + + − − =      
. 

因为 

( )
2 2

2 21 1 1
12 4 21 0 0

x a x l a x la l b m x l
a b m b

⋅ + ⋅ + − × = + ≠ ， 

所以通过(9)的法截面 2 2 0a lx b my+ = 与(9)上任意一点处的切平面都不垂直，由引理 2 知法截线(9)在
其上任意点处的切平面上的正投影曲线都不是直线，则法截线(9)不是测地线。 

从而双曲抛物面 ( ) ( ){ }, , 2a u v b u v uv= + −r 上经过原点的非直线的平面曲线类型的测地线方程有且

仅有两条，分别为
2

7 2,0,
2
xx
a

 
=  
 

r 和
2

8 20, ,
2
yy
b

 
= − 
 

r 。 

下面给出双曲抛物面上测地线向原点处切平面作正投影的图像(见图 5)，其中红色线曲线是测地线，

绿色曲线是测地线在原点处切平面上的正投影曲线。 
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(a)                             (b) 

Figure 5. Orthographic projection of the geodesic of the hyperbolic paraboloid at the origin (a) (b) 
图 5. 双曲抛物面上测地线在原点处作正投影(a) (b) 

3. 结论 

本文利用测地曲率的几何意义求出了抛物面上经过原点的平面曲线类型的测地线，为测地线的求法

提供了新思路。目前本文的工作仅针对于经过曲面原点的测地线，将本文的方法应用到求经过曲面任意

一点的测地线的可行性也是值得研究的。 
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