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摘  要 

在过去的几十年中，我们看到了速率状态方程在理论应用和物理实验的持续进步。然而，尽管它们的效

用和广泛使用，基于实验室的摩擦定律及其在自然界的应用有一些缺点。其中最主要的可能是定律的经

验性质，以及与实验室条件范围之外的外推结果相关的尺度问题。因此，本文将重点研究经典速率状态

方程的推导过程，探究其在正应力不变时静摩擦和动摩擦系数的表达式、正应力变化下摩擦系数的表达

式，最后将通过数值模拟计算在速率状态方程下“滑动–保持–滑动”实验和速率分析步实验下摩擦系

数的变化。最后得出发现静摩擦系数与摩擦面之间的静摩擦时长的对数呈现明显的线性关系。摩擦系数

的确与滑动速率的对数呈负相关。 
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Abstract 
In the past few decades, we have seen continuous progress in the theoretical application and 
physical experiments of the rate equation of state. However, despite their utility and widespread 
use, laboratory-based friction laws and their application in nature have a number of drawbacks. 
Chief among these is probably the empirical nature of the law, and the scaling problems associated 
with extrapolations beyond the scope of laboratory conditions. Therefore, this paper will focus on 
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the derivation process of the classical rate equation of state, explore the expression of static and 
dynamic friction coefficients when the normal stress is constant, and the expression of friction 
coefficient under the change of normal stress. Finally, the change of friction coefficient under 
the “sliding-holding-sliding” experiment and rate analysis step experiment under the rate equa-
tion of state will be calculated by numerical simulation. Finally, it is found that there is an ob-
vious linear relationship between the static friction coefficient and the logarithm of the static 
friction time. The friction coefficient is indeed negatively correlated with the logarithm of the 
sliding rate.  
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1. 引言 

地震从孕育到成核直至断层破裂以及震后调整的整个动力学过程，摩擦本构关系始终起着决定性的

作用。目前应用最为广泛的 4 种典型摩擦本构关系，它们分别是：滑移弱化摩擦关系，速率弱化摩擦关

系，以及速率–状态相依摩擦关系中的弱化定律和滑动定律。摩擦关系不仅控制着地震的成核位置、发

生时间及震级大小，还控制着破裂的方式、破裂的传播速度及方向以及余震发生的数目及其衰减规律。

本文主要探究基于速率状态的摩擦关系中的弱化定律和滑动定律，探究其在正应力恒定和变化下摩擦系

数的表达式，然后对两种主要的速度–摩擦本构模型进行对比分析，遴选出适合于本研究的模型类别。

并对影响摩擦性质的本构关键参数进行讨论，并且针对摩擦定律主要在前人限于实验室的研究条件下采

用数值分析方法描述不同参数对变速滑移过程产生影响的定量过程。特别是对速率与摩擦系数的关系有

了较为清晰的结果。 

2. 经典速率和状态摩擦准则 

2.1. 静摩擦下摩擦系数的变化表达式 

Dieterich 做静摩擦实验时发现，静摩擦系数与摩擦面之间的静摩擦时长的对数呈现明显的线性关系，

符合以下表达式[1]： 

( )0 ln 1f f a bt= + +                                        (1) 

这里 f 表示摩擦系数；f0，a，b 均为常数；t 是摩擦面之间的接触时长。在假设 b = 1.0 的条件下，Dieterich 
(1972)测得花岗岩、杂砂岩、石英岩和砂岩的系数 a 的平均值分别为 0.022，0.012，0.020，0.016，而这

四种岩石的摩擦系数 f0 则在 0.7∼0.8 之间[2]。 

2.2. 动摩擦下摩擦系数的变化表达式(正应力恒定时) 

与静摩擦相比，动摩擦中摩擦面的接触时间是由滑动速率和接触变化的临界位移量来决定的。因此

Dieterich (1979)进一步提出动摩擦系数可能对摩擦滑动的速率具有依赖性，并且他通过设计被称为“三明

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2022.1212236
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


冷虹 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2022.1212236 2198 理论数学 
 

治型”的直剪岩石摩擦实验证实了这一猜想：摩擦面的接触时间表示为[2]： 

cD
τ

ν
=                                            (2) 

这里的 t 表示滑动摩擦过程中的接触时间；Dc 是岩石的特征滑动距离，表示更新接触表面需要滑动

的距离；ν 代表滑动摩擦中的滑动速率。 
把(2)带入(1)可以得到： 

( )0 ln 1cf f a bD v= + +                                   (3) 

(3)可以看出摩擦系数的确与滑动速率的对数呈现负相关。但是式(3)只能描述稳态条件下摩擦系数对

滑动速率的依赖性，而不能表达速率变化情况下过渡阶段中摩擦系数与滑动速率的关系摩擦系数与接触

时间对数的正相关和与滑动速率对数的负相关可以被抽象[3]： 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2 3

2 3

log 1

1 log 1

C f v

C c c c

f v f f v

τ θ σ

θ θ= + +

= + +

=

                                (4) 

但是 Ruina (1983, 1980)在总结 Dieterich 的理论和实验结果以及其他摩擦实验结果时注意到，

slide-hold-slide 实验中最大摩擦其实与静止之前的滑动历史、有效接触时外力作用的历史以及重新滑动时

的滑动速率等因素都有关系。去掉了摩擦系数表达式中显式的时间项，转而引入与时间相关的状态变量θ  
[4] [5]。这样一来，摩擦面的剪切力就可以用滑动速率和一系列的状态变量来表示： 

( )1 1 1 2, , ,G vθ θ θ=                                      (5) 

如果只考虑一个状态变量，而且正应力恒定的情况下，摩擦系数 f τ σ= 可描述为速率状态摩擦准则。 

( ) ( )
( )

0 0 0ln ln

,
cf f a v v b v D

G v

θ

θ θ

= + +

=
                            (6) 

从(6)可以看粗在正应力恒定的条件下，如果滑动速率由 v0 变到 v，摩擦系数会对速率的变化产生一

个瞬间的直接响应，再最终稳态，(6)变为 

( )
( )

0 0

0

ln

,
cf f b v D

G v

θ

θ θ

= +

=
                                   (7) 

(6)到(7)的变化体现了先瞬态直接响应为 ( )0lna v v ，稳态过程为 ( )0ln cb v Dθ ，且当 v 逐渐增加时，

摩擦系数先增加变化量为 ( )0lna v v ，再减小变化量为 ( )0ln cb v Dθ  [6]。 
现在来探究当 0υ = 的时候，状态变量变化情况： 

aging law: 

d 1
d c

v
t D
θ θ
= −                                        (8) 

0v = 时，(8)变为 d d 1tθ = ，在弱化本构方程中，愈合是有时间效应的，因此滑动停止时，状态变量

依然在变化。 
slip law: 

0d ln
d c c

VV
t D D

θθ θ
= −                                     (9) 
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0υ = 时，(9)变为
d 0
dt
θ
= ，滑动速率 0υ = 时，状态变量不变，说明滑动处于静止时，状态变量是保

持不变的，因此它无法顾及静止接触时间效应[7]。 

但上述的(1) (2)在稳定接触下， cD Vθ ∗ ∗= ， ( )0
0

ln vf f a b
v

 
= + −  

 
。 

0a b− > 时，摩擦系数会随着速率的增加而增加，因此称为速率强化过程；当 0a b− < 时，摩擦系数

会随着速率的增加而减小，因此称为速率弱化过程。 

2.3. 正应力变化下的摩擦系数变化 

Linker and Dieterich (1992)和 Chester (1994)分别研究了包含正应力和温度影响的摩擦本构方程[8]。
Linker and Dieterich (1992)通过实验表明在正应力变化的情况下，状态变量受到的正应力变化的影响可以

表示为： 

( )

( ) ( ) ( ){ }2

d d,
d d

2 1 1 4v v v v v v

G v s
t b t

k F G F F G G k G F F G G k F kGθ θ θ θ θ θ θ

θ αθθ σ
σ

σ σ σ σ

= −

   = − + − ± − + − −   

   (10) 

( ),G vθ (8)或(9)。α 是实验得至的无量纲参数。引入了新的摩擦参数 c，表示剪切应力变化对状态变

量的影响。 

d d1
d dc

v c
t d b t
θ θ θ τ

σ
= − −                                 (11) 

3. 单自由度弹簧滑块模型稳定性分析及数值模拟 

3.1. 单自由度弹簧滑块模型稳定性分析 

 
Figure 1. Schematic diagram of a single degree of freedom spring slider model 
图 1. 单自由度弹簧滑块模型示意图 

 
由图 1 可知由于加载点在以恒定的速率 Vpl 运行，所以加载点的位移 u 会不断加大，弹簧的拉伸则会

使得弹性势能不断增加，这时滑块应满足动力学方程： 
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( )m k uδ δ τ= − −                                       (12) 

其中的摩擦力τ 应满足速率状态摩擦准则： 

( ) ( ), and ,F v G vτ σ θ θ θ= =                                  (13) 

其中 ( ),F vθ 是摩擦系数的表达式， ( ),G vθ 是 slip law 或者 aging law。 
由于滑块的运动速度都非常小，因此由滑块产生的惯性项在通常情况下是可以忽略的[9]，这样就有 

( ) ( ) ( ), and ,k u F v G vδ τ σ θ θ θ− = = =                          (14) 

定义 

( )0, ,x xt kτ τ τ θ θ θ δ ν τ δ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= + = + = − +                       (15) 

把(3) (4)结合进行泰勒展开且只保留一阶项： 

v

v

F F v k

G G v

v

θ

θ

τ σ θ σ δ

θ θ

δ

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗

= + = −

= +

=





                              (16) 

( )
( )

0

0
v v v

v v v

F k F G F G kG

F k F G F G kG
θ θ θ

θ θ θ

σ τ σ σ τ τ

σ θ σ σ θ θ

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

+ + − − =

+ + − − =

 

 

                       (17) 

(6)的解可写为： 

1 2e and est stC Cτ θ∗ ∗= =                                 (18) 

把(7)带入(6)得 

( )2 0v v vF s k F G F G s kGθ θ θσ σ σ+ + − + =                        (19) 

以 s 为变量的一元二次方程的解为： 

( ) ( ) ( ){ }2
2 1 1 4v v v v v vs k F G F F G G k G F F G G k F kGθ θ θ θ θ θ θσ σ σ σ   = − + − ± − + − −        (20) 

由(3)可知 ( )d dss
v vv F G F Gθ θτ σ= − ，令 ( )d d 1,ss

c v cT v v kD D F v kDτ σ= + =  
带入(8)有 

( ) ( )1 222 4vs k F T T Dσ  = − ± −  
                               (21) 

从(9)可知，当 s > 0 时，扰动会随着时间的增长而成指数级增加，系统的稳定性会被破坏。由于 0vF >

所以 D > 0，如果要求 s > 0，那么 T 就必须小于 0，从而有 

d
d

ss

ck v D
v
τ 

< −  
 

                                     (22) 

从上面的分析可以看出，当弹簧滑块系统中的弹簧刚度小于某一刚度时，系统在很小的扰动下就会

不稳定，这一刚度是由正应力σ ，从上面的分析可以看出，当弹簧滑块系统中的弹簧刚度小于某一刚度

时，系统在很小的扰动下就会不稳定，这一刚度是由正应力σ ，(b − a)值和特征滑动距离 Dc 来确定的，

称之为临界刚度[10]。 

( ) ( )d dss
cr c ck v v D b a Dτ σ= − = −                              (23) 
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从临界刚度的表达式可以看出，当(a − b) > 0 时，即速率强化的情况下，临界刚度始终是负值，而任

何弹簧的刚度都不可能小于它，所以此时系统一定是稳定的，而当(a − b) < 0 时，即速率弱化的情况下，

系统才可能出现不稳定现象。 
我们考虑了理想断层中某一点的有效正应力和摩擦阻力的演化(见图 2)。作为一个概念练习，我们假

设摩擦根据速率状态方程演变，并采用法向应力和切向应力的简单演变，将问题简化为 0-D 系统：总法

向应力保持恒定，因此有效法向应力仅因孔隙压力的变化而变化，切向应力也保持恒定。通过这些简化，

系统响应完全由速率–状态方程以及给定的孔隙压力演化来表征。单调增加的压力会引起状态变量和摩

擦系数的增加。从图形上看，莫尔包络线在压力积聚阶段逆时针旋转， d d 0p t > ，而代表断层处的应力

分量点 ( ),σ τ′ 向左移动(图 2，蓝色)。当孔隙压力趋于稳定( d d 0p t = )时，有效应力分量保持不变，而状

态变量和摩擦系数松弛回到其稳态值 *θ 和 µ 。 
 

 
Figure 2. Evolution of effective normal stress and frictional resistance 
图 2. 有效正应力和摩擦阻力的演化 

 
在这个摩擦放松阶段，包络线顺时针旋转，可能导致在静摩擦系数等于甚至大于初始值 0µ 。相反的

效果(破坏包络线的明显减弱和顺时针方向)，将观察到孔隙压力下降 D 概念断层模型中本构参数对活化

延迟的影响，孔隙压力演化与图 2 相同。在这些图中，有效法向应力是压缩的。 

3.2. Slide-Hold-Slide Experiments 

我们使用滑动–保持–滑动实验来说明正则化对摩擦愈合的影响(见图 3)。通过这个测试，我们想要

阐明 V* (更准确地说，特征时间 cD Vθ ∗ ∗= )对保持期间摩擦演化的影响，以及对滑入后观察到的摩擦系

数峰值的影响。我们考虑一个样本，它最初以速度 Vs/r 在稳态中滑动 20 s，再经过 100 s 的保持期后，滑

动恢复到相同的速度 Vs/r。我们设定 Vs/r = 10 μm/s 和模型参数：a = 0.005, b = 0.01, Dc = 10 μm，归一化机

械刚度 k = 0.001 μm−1。我们还设 0µ  = 0.6，V* = 10−6 m/s，使特征时间有意地小，θ ∗  = 3500 s。 

3.3. Velocity Step Experiments 

我们采用经典的准静态弹簧块结构，其中样品以速度 v1 = 1 μm/s 在稳态下滑动 10 s，在某一点滑移

率瞬间增加到 v2 = 1 μm/ s 滑动 31 s (图 4)。为简单起见，我们设模型参数 Dc = 10 μm, a = 0.005, b = 0.01，
并选择 0µ ，使在速率下 v1 的稳态摩擦在所有案例中都是相同的。以下都用的 Dieterich law。 
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Figure 3. Dieterich law and Ruina law 
图 3. Dieterich law 和 Ruina law 

 

 
Figure 4. One state variable b = 0.01, Dc = 5 μm. Two state variables b = 0.01, Dc = 10 μm and b = 0.001, Dc = 5 microns 
图 4. 一个状态变量 b = 0.01, Dc = 5 μm。两个状态变量 b = 0.01, Dc = 10 μm 和 b = 0.001, Dc = 5 μm 

4. 总结 

本文通过探究静摩擦下和动摩擦下摩擦系数的表达式，发现静摩擦系数与摩擦面之间的静摩擦时长

的对数呈现明显的线性关系。摩擦系数的确与滑动速率的对数呈负相关，(a − b) > 0 时，摩擦系数会随着

速率的增加而增加，因此称为速率强化过程；当(a − b) < 0 时，摩擦系数会随着速率的增加而减小，因此

称为速率弱化过程。在 0-D 模型下，单调增加的压力会引起状态变量和摩擦系数的增加，当弹簧滑块系

统中的弹簧刚度小于某一刚度时，系统在很小的扰动下就会不稳定。最后通过“slide-hold-slide”实验和

“velocity step experiments”分别探究了 Dieterich law 和 Ruina law 摩擦系数的变化。模拟过程中将问题

简化为 0-D 系统：总法向应力保持恒定，因此有效法向应力仅因孔隙压力的变化而变化，切向应力也保

持恒定。通过这些简化，系统响应完全由速率–状态方程以及给定的孔隙压力演化来表征。单调增加的

压力会引起状态变量和摩擦系数的增加。 
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