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摘  要 

一个非完全连通图G的毁裂度定义为 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }⊂max : , 1r G G X X G X X V G G Xω τ ω= − − − − − > ，

其中 ( )G Xω − 为G X− 的分支数， ( )G Xτ − 为G X− 最大分支的阶数。作为网络抗毁性参数之一，毁

裂度 ( )r G 既能反映网络图G的破坏难度，又可反映破坏程度。在某种程度上，它代表了破坏网络所需的

工作和破坏网络的严重程度之间的平衡。在本文中，我们确定了蝴蝶网络与增广蝴蝶网络的毁裂度。 
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Abstract 
The destruction degree of an incompletely connected graph G is defined as  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }⊂max : , 1r G G X X G X X V G G Xω τ ω= − − − − − > , where ( )G Xω −  is the number of 

branches of G X− , and ( )G Xτ −  is the order of the largest branch of G X− . As one of the pa-

rameters of network invulnerability, the degree of destruction ( )r G  can reflect the network. The 
damage difficulty of graph G can reflect the degree of damage. To some extent, it represents the 
balance between the work required to destroy the network and the severity of the damage to the 
network. In this paper, we determine the butterfly network and augmented disintegration of but-
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1. 引言 

设 G 是一个连通图，其顶点集为 ( )V G 和边集 ( )E G 。通常用图 G 代表一网络拓扑结构，人们通过

对图 G 的连通性讨论来研究网络结构的抗毁性。连通度、坚韧度、完整度、离散数、粘连度、毁裂度等

参数均被引入刻画图的连通性，其中粘连度和毁裂度因考虑维度全面而备受学界关注，关于这两个参数

的研究已有丰富结果，见文献[1] [2]和[3]。 
对于连通图 G，如果G X− 不连通，那么顶点子集 X 称为图 G 的点割集。对于点割集 X，我们分别

用 ( )G Xω − 和 ( )G Xτ − 表示G X− 中连通分支的个数和最大连通分支的阶数，并定义 

( ) ( ) ( )Sc X G X X G Xω τ= − − − − 。基于这些约定，非完全连通图 G 的毁裂度定义为 

( ) ( ) ( ) ( ){ }max : , 1r G Sc X X V G G Xω= ⊂ − > 。 
如果 ( ) ( )Sc X r G= ，我们称点集 X 为 G 的 r-集。因为毁裂度既能够衡量破坏网络所需的工作量，又

能刻画网络的破坏程度，所以常被用来作为刻画网络抗毁性的重要指标。本文中没有定义的术语和符号

见[4]。 
蝴蝶网络是并行分布式系统拓扑结构，它们在结构上具有良好的对称性[5]。在并行分布式系统中，

互联网络拓扑结构决定性能。蝴蝶网络作为对称互联网络模型，多年来在拓扑结构代数学图论中是重要

的研究对象[6]。 

2. 蝴蝶网络的毁裂度 

定义 2.1. 设 1n > 是一个整数。n 维蝴蝶网络记为 ( )BF n ，其顶点集 ( ){ },V i x= ，其中 i 是非负整数

且 0 i n≤ ≤ ， 1 2 nx x x x=  是长度为 r 的二进制字符串。任意两个顶点 ( ),i x 和 ( ),j y 相邻，当且仅当 1j i= +

且满足： 
(1) x y= 或者； 
(2) x 和 y 仅在第 j 位不同。 
图 1 给出三维蝴蝶网络 ( )2BF 。对于蝴蝶网络 ( )BF n ，将边 x y= 称为竖边，其它的边称为交叉边。

记顶点 ( ),i x 为 i 层的点，显然 0 层和 n 层的顶点为 2 度点，其余顶点均为 4 度点。因此蝴蝶网络 ( )BF n 的

顶点数和边数分别等于 ( )1 2nn + 和 12nn + 。 
引理 2.2. 蝴蝶网络 ( )BF n 是哈密尔顿图。 
证明：显然，蝴蝶网络 ( )BF n 的诱导子图是 4C ，故蝴蝶网络包含一个哈密尔顿圈。因此，蝴蝶网络

( )BF n 是哈密尔顿图。 
引理 2.3 [3] 如果 H 是 G 的支撑子图，那么 ( ) ( )r H r G≥ 。 
引理 2.4. [3] 路 ( )3nP n ≥ 的毁裂度为 
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(a)                                               (b) 

Figure 1. (a) BF(2)；(b) Induced subgraph of BF(n) 
图 1. (a) BF(2)；(b) BF(n)的诱导子图 
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引理 2.5. 设 X 为蝴蝶网络图 ( )BF n 的 r-集， ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2, , , , , ,i n nE i x i x x x i x x x=    。蝴蝶网络满

足以下性质： 

1) 如果 ( ),i x X⊂ ，则有 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 1 2 11, , 1, , 1, , 1,i n i ni x i x i x x x x i x x x x X+ ++ − − +     。 

2) 当 ( )1 2, ni x x x X⊂ 时，有 iE X⊂ 。 
证明：1) 设图 ( )G BF n= ，X 为图 G 的 r-集。假定 ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1, , , , , ,a ai x i x i x X− − ⊆ 且点集 

( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1, , , , , ,a ai x i x i x− − 中的点均有邻点属于 X。则分为三种情况讨论并用若干命题证明： 
情况 1 点集 ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1, , , , , ,a ai x i x i x− − 中的点均不相邻，则设 

( ) ( ){ ( ) ( ) ( )
( ) ( )}

, 1 1 1 2 1 1

1 1 1 2

, , , , , , 1, , 1, ,

1, , 1,

i x i n i n i n i n

i n i n

M i x i x x x i x x x i x x x i x x x

i x x x i x x x

+ +

+ +

= − +

− +

       

   

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 1 1 21, , 1, , 1, , 1,i n i n i n i nX i x x x i x x x i x x x i x x x+ += − + − +        ， 

2 1X X⊆ 。 ( )3 2,X i x X= ∪ ，根据 3X 分为 5 个命题证明： 
命题 1 当 3 1X = 时， ( ), 3 2i xM Xω − = ， ( ), 3 3i xM Xτ − = ， ( ), 3 2i xSc M X− = − 。 
命题 2 当 3 2X = 时， ( ), 3 2i xM Xω − = ， ( ), 3 3i xM Xτ − = ， ( ), 3 3i xSc M X− = − 。 
命题 3 当 3 3X = 时， ( ), 3 2i xM Xω − = ， ( ), 3 2i xM Xτ − ≥ ， ( ), 3 3i xSc M X− ≤ − 。 
命题 4 当 3 4X = 时， ( ), 3 2i xM Xω − = ， ( ), 3 2i xM Xτ − = ， ( ), 3 4i xSc M X− = 。 
命题 5 当 3 5X = 时， ( ), 3 2i xM Xω − = ， ( ), 3 1i xM Xτ − = ， ( ), 3 4i xSc M X− = − 。 

同理，若 ( ) ( ){ }3 1 1 2, , , i nX i x i x x x X+= ∪  或 ( ) ( ) ( ){ }3 1 1 1 2 2, , , , ,i n i nX i x i x x x i x x x X+ += ∪    。 

均有 ( ), 3i xSc M X− 关于 3X 单调递减。综上，结论成立。 
情况 2 点集 ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1, , , , , ,a ai x i x i x− − 中所有点均相邻，设图 G 的诱导子图为圈 

( ) ( ) ( ) ( ){ }, 1 1 2 1 1 2 1, , 1, , , , 1,x
i i i n i nC i x i x i x x x x i x x x x+ + += + +    ， , 1 1,

x x
i i i iX C C+ −′ = ∪ ， 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 1 1 21, , 1, , 1, , 1,i n i n i n i nX i x x x i x x x i x x x i x x x+ +′ = − + − +        ， 2 1X X′ ′⊆ 。根据 1X ′ 通

过 4 个命题证明： 
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命题1 当 1 1X ′ = 时，令 ( ) 1, 2,
x
i ii xM X C + +′= ∪ ， 3X ′为图 ( ),i xM 的割集。由情况1可得， ( ), 3 2i xSc M X ′− = − 。 

命 题 2 当 1 2X ′ = 时 ， 令 ( ) 1, 2 2, 1,
x x
i i i ii xM X C C+ + − −′= ∪ ∪ ， 3X ′ 为 图 ( ),i xM 的 割 集 。 同 理 ，

( ), 3 2i xSc M X ′− = − 。 
命题 3 当 1 3X ′ = 时，令 ( )

1 2
1, 2 2, 1 1, 2,

i nx x xx x
i i i i i ii xM X C C C +
+ + − − + +′= ∪ ∪ ∪   ， 3X ′为图 ( ),i xM 的割集。同理，

( ), 3 2i xSc M X ′− = − 。 
命题 4 当 1 4X ′ = 时，令 ( )

1 2 1 1
1, 2 2, 1 1, 2 2, 1,

i n i nx x x x x xx x
i i i i i i i ii xM X C C C C+ +
+ + − − + + − −′= ∪ ∪ ∪ ∪    ， 3X ′为图 ( ),i xM 的割集。

同理， ( ), 3 2i xSc M X ′− = − 。 
显然， ( ),i xM G⊆



。根据上述与引理 2.3，结论成立。 

情况 3 点集 ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1, , , , , ,a ai x i x i x− − 中部分点相邻。此时包含上述两种情况，根据上述可得，若 

( ),i x X⊂ ，则 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 1 2 11, , 1, , 1, , 1,i n i ni x i x i x x x x i x x x x X+ ++ − − +     。 

2) 设 1 iX E= ， ( ) ( ) ( ){ }2 1 1 1 1 2, , , , ,i n i n i nX i x x x i x x x i x x x+ +=       ， 

( ) ( ) ( ){ ( ) ( )
( ) ( ) ( )}

1 1 1 1 2 1,

1 1 1 1 2

, , , , , , 1, ,

1, , 1, , 1,

i n i n i n i ni x

i n i n i n

M i x x x i x x x i x x x i x x x

i x x x i x x x i x x x

+ +

+ +

= −

+ − +

       

     

， 

( )1 ,i xG M=


， 1 1 1X G X ′∩ = ， 1 2G G G− = 。因此，根据性质 1 与蝴蝶网络图结构，设 3X 为 iM 上的割集

且 3 2X X⊆ ，考虑 3X 的大小分为三种情况讨论： 
情 况 1 当 3 2X = 时 ， ( )( ) ( )( )2 3, , 1i x i xM X M Xω ω− ≥ − + ， ( )( ) ( )( )3 2, ,i x i xM X M Xτ τ− ≥ − 。

( )( ) ( )( )2 3, ,i x i xSc M X Sc M X− ≥ − 。 
情况 2 当 3 1X = 时，根据定义，在点集 2X 中的任意两点属于同一个诱导子图且每个点均属于两个

有且仅有一个交点的诱导子图内，故 ( )( ) ( )( )2 3, , 2i x i xM X M Xω ω− ≥ − + ， ( )( ) ( )( )3 2, ,i x i xM X M Xτ τ− ≥ − ，

( )( ) ( )( )2 3, ,i x i xSc M X Sc M X− ≥ − 。 
情况 3 当 3 0X = 时，同理可得 ( )( ) ( )( )2 3, , 3i x i xM X M Xω ω− ≥ − + ， ( )( ) ( )( )3 2, ,i x i xM X M Xτ τ− ≥ − ，

( )( ) ( )( )2 3, ,i x i xSc M X Sc M X− ≥ − 。 
设 3X ′为 1G 上的割集。当 ( )1 ,i xG M=



，综上与引理 2.3 可知， ( ) ( )1 3 3 1 1 1G X X G X Xω ω′ ′ ′ ′− − ≤ − + ，

( ) ( )1 3 1 1G X G Xτ τ′ ′− ≥ − ， ( ) ( )1 3 1 1Sc G X Sc G X′ ′− ≤ − 。因此当 ( )1 2, ni x x x X⊂ 时，有 iE X⊂ 。证毕。 
引理 2.6. 令 X 为 ( )( )G BF n= 的 r-集，当 n 为偶数时有 ( ) ( ) 12 2nG X nω −− ≤ + 。 
证明：图 G 的诱导子图是四阶的圈，记作 4C 。显然 ( )4 2Cω ≤ 。设 

( ) ( ) ( ) ( ){ }4 1 2 1 1 2 1, , 1, , , , 1,i
i n i nC i x i x i x x x x i x x x x+ += + +    ， 4

iC G⊆


。根据引理 2.3，有 

( ) ( )4
iG X C Xω ω− ≤ −



。令 ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2, , , , , ,i n nE i x i x x x i x x x=    ， 1i i iG E E += ∪ 且 0 n≤ ，可得

( ) 2n
i iG Eω − = 。由引理 2.5可知，此时关于层数 i蝴蝶网络 ( )BF n 同构于路 iP 。通过引理 2.4， ( ) 1

2i
nPω = +

 
且 n 为偶数。综上所述，当 n 为偶数时有 ( ) ( ) ( ) 1

4 2 2i nG X C X nω ω −− ≤ − ≤ +


。 

定理 2.7. 令 X 为 ( )( )G BF n= 的 r-集，那么蝴蝶网络的毁裂度为 

( )( )
12 4, ;

2 1, .

n

n

n
r BF n

n

− −
= 

−

为奇数

为偶数
 

证明：令 X 为 ( )( )G BF n= 的 r-集， ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2 1 2, , , , , ,i n n nE i x x x i x x x i x x x=     ， 

( ){ }| 1 mod 2iX E i∗ = ≡ ， ( ){ }| 1 mod 2 ,iX E i i n′ = ≡ ≥ 。根据引理 3.2，按 iX 的取点方式分为两种情况讨

https://doi.org/10.12677/pm.2022.1212242


祝廷毅 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2022.1212242 2250 理论数学 
 

论，并用若干命题证明： 
情况 1 若 ( ){ }| 0 modi iX E i a= ≡ 且1 a n≤ ≤ ，则有 

命 题 1 当 ( )1 0 modi a+ ≡ 时 ， ( ) 12n a
iG Xω + −− = ，

1 2n
i

nX
a
+

= ， ( ) 12a
iG X aτ −− = 。

( ) 1 112 2 2n a n a
i

nSc G X a
a

+ − −+
− = − − 。 

命 题 2 当 ( )1 0 modi a+ ≡/ 时 ， ( ) 12 1n a
iG Xω + −− = + ，

1 2n
i

nX
a
+ =   

， ( ) 12a
iG X aτ −− = 。

( ) 1 112 1 2 2n a n a
i

nSc G X a
a

+ − −+ − = + − −  
。 

情况 2 令 i i i aG E E += ∪ ∪ 且 X ′ 为 iG 的割集， i aX E +′ = 。则有 ( ) 1G Xω ′− = ， 2nX ′ = ，

( ) 12aG X aτ −′− = 。 ( ) 11 2 2n aSc G X a −′− = − − 。 
综上， ( )iSc G X− 与 ( )Sc G X ′− 均为关于 a 的单调递减函数。当 1a = 时有最大值。由毁裂度定义可

知， ( ) ( )r G Sc G X ∗≥ − ， ( ) ( )r G Sc G X ′≥ − 下面分为两种情况讨论，并利用若干命题完成证明。 
情况 1 当 n 为偶数时， ( ) ( ) 12 2nG X X nω ∗ ∗ −− = = + ， ( ) 1G Xτ ∗− = 。根据引理 2.2 ，

( ) ( )G X G Xω ω ∗− ≤ − ， ( ) ( ) 1G X G Xτ τ ∗− ≥ − = 。分为两个命题证明： 
命题 1 当 X X ∗≥ ， ( ) ( )G X G Xω ω∗− ≥ − ， ( ) ( )G X G Xτ τ∗− ≤ − 。故 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 1nr G G X X G X G X X G Xω τ ω τ∗ ∗ ∗= − − − − ≤ − − − − = − 。因此 ( ) 2 1nr G = − 。 
命题 2 设 X X ∗< 。当 1a = 时， ( )i iSc G X− 取得最大值。因为 X X ∗< 与引理 2.5，此时 a 最少为

2，故 ( ) ( )r G Sc G X ∗≤ − 。 ( ) 2 1nr G = − 。 
情况 2 当 n 为奇数时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 12 4nSc G X G X X G X G X X G X Sc G Xω τ ω τ∗ ∗ ∗ ∗ −′ ′ ′ ′− = − − − − ≤ − − − − = − = − 。 

根据引理 2.5，在蝴蝶网络 ( )BF n 上关于层数 i 同构于路 iP 。因此，通过蝴蝶网络 ( )BF n 与路 iP 的结

构可知，当 n 为偶数时有 ( ) 2nG X Xω ∗ ∗− − = 。n 为奇数时， ( ) 0G X Xω ∗ ∗− − = 而 ( ) 2nG X Xω ′ ′− − = 。

根据命题 2， ( )i iSc G X− 是一个关于 a 的单调递减函数。同理 a 为 2 时， ( )i iSc G X− 可以取到最大值。

故 ( ) 12 4nr G −= − 。证毕。 

3. 增广蝴蝶网络的毁裂度 

定义 3.1. 设 1n ≥ 是一个整数。n 维增广蝴蝶网络记为 ( )ABF n ，其顶点集 ( ),V i x= ，其中 i 是非负

整数且 0 i n≤ ≤ ， 1 2 nx x x x=  是长度为 n 的二进制字符串。其中当1 1i n≤ ≤ − 时，顶点 ( ),i x 相邻于顶点 

( )1,i x+ ，( )1 2 1 21, i i i ni x x x x x x+ ++   ，( )1 2 1 1, i i i ni x x x x x x− +  ，( )1 2 1 2, i i i ni x x x x x x+ +  。特别地，当 0i =

时，顶点 ( )1 20, nx x x 相邻于顶点 ( )1 21, nx x x ，( )1 21, nx x x ，( )1 20, nx x x 。当 i n= 时，顶点 ( )1 2, nn x x x  
相邻于顶点 ( )1 21, nn x x x−  ，( )1 2 1, n nn x x x x− ，( )1 2 11, n nn x x x x−−  。图 2 给出三维增广蝴蝶网络 ( )2ABF
与其诱导子图。显然增广蝴蝶网络 ( )ABF n 的顶点数和边数分别等于 ( )1 2nn + 和 3 2nn× 。记顶点 ( ),i x 为

第 i 层的点，显然 0 层和 n 层的顶点为 3 度点，其余顶点均为 6 度点。 
引理 3.2. 设 X 为增广蝴蝶网络图 ( )ABF n 的 r-集， ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2, , , , , ,i n nE i x i x x x i x x x=    。增广蝴

蝶网络满足以下性质： 

1) 如果 ( ),i x X⊂ ，则有 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 1 2 11, , 1, , 1, , 1,i n i ni x i x i x x x x i x x x x X+ ++ − − +     。 

2) 当 ( )1 2, ni x x x X⊂ 时，有 iE X⊂ 。 
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(a)                                            (b) 

Figure 2. (a) ABF(2)；(b) Induced subgraph of ABF(n) 
图 2. (a) ABF(2)；(b) ABF(n)的诱导子图 

 

证明：1) 设
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( )}

1 1 1 2

1 1 1 2

, , 1, , 1, , , , , ,

1, , 1,

i i n i n

i n i n

M i x i x i x i X x x i X x x

i X x x i X x x

+ +

+ +

= − +

− +

   

   

，X 为 iM 的割集。 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 21, , 1, , 1, , 1,i i n i nX i x i x i X x x i X x x+ += − + − +    ， 2 1X X⊆ 且 2X ≠ ∅ ，分为以下三种情

况，并通过若干命题证明。 
情况 1 令 ( ){ }3 2 ,X X i x= ∪ 。根据增广蝴蝶网络定义， ( )3 1G Xω − ≡ ，不符合毁裂度定义。 

情况 2 令 ( ){ }4 3 1 1, i nX X i X x x+= ∪   ， ( ) ( ){ }5 1 1, , , i nX i x i X x x+=   。有 

( ) ( )4 5 2i iM X M Xω ω− ≤ − = ， 4 5 2X X> = ， ( )5 3iM Xτ − = 。 
命题 1 当 4 5 1X X− = 时， ( )4 2iM Xτ − ≤ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 4 4 4 5 5 5 5i i i i i iSc M X M X X M X M X X M X Sc M Xω τ ω τ− = − − − − ≤ − − − − = − 。 
命题 2 当 4 5 2X X− = 时， ( )4 2iM Xτ − ≤ ， ( ) ( )4 5i iSc M X Sc M X− ≤ − 。 
命题 3 当 4 5 2X X− ≥ 时， ( )4 1iM Xτ − = ， ( ) ( )4 5i iSc M X Sc M X− ≤ − 。 

同理，令 ( ){ }4 3 1 2, i nX X i X x x+= ∪   ，可得 ( ) ( )4 5i iSc M X Sc M X− ≤ − 。 

情况 3 令 ( ) ( ){ }6 3 1 1 1 2, , ,i n i nX X i X x x i X x x+ += ∪     ， 

( ) ( ) ( ){ }7 1 1 1 2, , , , ,i n i nX i x i X x x i X x x+ +=     。因此， ( ) ( ) ( )7 5 43i i iSc M X Sc M X Sc M X− = − = − ≥ − 。 

( ) ( )6 7 2i iM X M Xω ω− ≤ − = ， 6 7 3X X> = ， ( )7 2iM Xτ − = 。同理，分为两种情况讨论： 
情况 1 当 6 7 2X X− = 时， ( )6 1iM Xτ − = ， ( ) ( )6 7i iSc M X Sc M X− ≤ − 。 
情况 2 当 4 5 2X X− > 时， ( )4 1iM Xτ − = ， ( ) ( )6 7i iSc M X Sc M X− ≤ − 。 
综上，当 ( ),i x X⊂ 时， 1X X 。令 ( )G ABF n= 且 X 为 ( )ABF n 的 r-集。显然， iG M=



，根据

引理 2.3 有 ( ) ( ) ( )7i iSc M X r M X r G X− ≤ − ≤ −


。 

2) 设 ( )G ABF n= ，X 为 G 的 r-集， ( ),i x X∈ ， ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2, , , , , ,i n nE i x i x x x i x x x=    ，考虑任 

意一排上的点全取与只取其中一部分，根据增广蝴蝶网络结构可知，同一排上任意取点与其邻点所在的 

诱导子图构成的图同构于 ( )2ABF 。令
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( )}

1 1 1 2

1 1 1 2

, , 1, , 1, , , , , ,

1, , 1,

i i n i n

i n i n

M i x i x i x i X x x i X x x

i X x x i X x x

+ +

+ +

= − +

− +

   

   

， 
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( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 2 1 3, , , , , , ,i n i n i nX i x i X x x i X x x i X x x+ + +=       ， 2 1X X⊆ 且 2X ≠ ∅。 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 4 4 2 2i i iSc M X M X X M Xω τ− = − − − − = − − = − 。根据性质 1，分为三种情况讨论： 
情况 1 当 2 3X = 时， ( )2 3iM Xω − = ， ( )2 5iM Xτ − = 。 ( ) ( )2 13 3 5i iSc M X Sc M X− = − − ≤ − 。 
情况 2 当 2 2X = 时， ( )2 2iM Xω − = ， ( )25 8iM Xτ≤ − ≤ 。 ( ) ( )2 1i iSc M X Sc M X− ≤ − 。 
情况 3 当 2 1X ≤ 时， ( )2 1iM Xω − = ， ( )2 12iM Xτ − = 。 ( ) ( )2 1i iSc M X Sc M X− ≤ − 。 
显然， iG M=



。设 1 1 1i i iG E E E− += ∪ ∪ ， 1 2G G G− = ， ( )3 2 iX G X E= ∩ ∪ ， 3X X a− = 。在图

G 中，每两个点最多只在一个诱导子图 4K 内，且均为两个诱导子图 4K 的相交点。根据性质 1 与引理 2.3
可得， ( ) ( )3G X G X aω ω− ≤ − − ， ( ) ( )3G X G Xτ τ− ≥ − 。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3r G X G X X G X G X X G X Sc G Xω τ ω τ− = − − − − ≤ − − − − = − 。证毕。 
定理 3.3. 令 X 为 ( )( )G ABF n= 的 r-集，那么增广蝴蝶网络的毁裂度为 

( )( )
2

1

2 8, ;
2 2, .

n

n

n
r ABF n

n

−

−

 −
= 

−

为奇数

为偶数
 

证明：设 ( )G ABF n= ，X 为 G 的 r-集， iX 为 G 的割集， ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2, , , , , ,i n nE i x i x x x i x x x=    。

a 为整数且1 a n≤ ≤ 。根据引理 3.2，按 iX 的取点方式分为两种情况讨论，并用若干命题证明： 
情况 1 若 ( ){ }| 0 modi iX E i a= ≡ ，则有 

命 题 1 当 ( )( )0 mod 1n a≡ + 时 ， ( ) 2
1

n a
i

nG X
a

ω −− =
+

， 2
1

n
i

nX
a

=
+

， ( ) 2n
iG X aτ − = 。

( ) 2 2 2
1 1

n a n n
i

n nSc G X a
a a

−− = − −
+ +

。 

命题 2 当 ( )( )0 mod 1n a≡ +/ 时， ( ) 2
1

n a
i

nG X
a

ω − − =  + 
， 2

1
n

i
nX

a
 =  + 

， ( ) 2n
iG X aτ − = 。

( ) 2 2 2
1 1

n a n n
i

n nSc G X a
a a

−   − = − −   + +   
。 

情况 2 令 i i i aG E E += ∪ ∪ 且 X ′ 为 iG 的割集， i aX E +′ = 。则有 ( ) 1G Xω ′− = ， 2nX ′ = ，

( ) 12nG X aτ −′− = 。 ( ) 11 2 2n nSc G X a −′− = − − 。 
综上， ( )iSc G X− 与 ( )Sc G X ′− 均为关于 a 的单调递减函数。当 1a = 时有最大值。 
根据引理 3.2 将图 G 视为关于 i 的路 iP ， 1X 为 iP 的割集与 iE 的排数。显然， ( )0 1i iP X Xω≤ − − ≤ 。

由毁裂度定义可知，根据 n 的奇偶性分为两种情况讨论图 G 的毁裂度： 
情况 1 当 n 为偶数时，根据上述当 1a = 时，满足 ( )( )0 mod 1n a≡ +/ 与 ( ) 1i iP X Xω − − = ， ( )iSc G X−

取到最大值即 ( ) ( )iSc G X r G X− ≥ − 。 

情况 2 当 n 为奇数时，此时 n 满足 ( )( )0 mod 1n a≡ + ，故 ( ) 2 2 2
2 2

n a n n
i

n nSc G X a−− = − − 。此时 

( )1 1 0iP X Xω − − = ， 根 据 上 述 考 虑 令 ( ){ }| 1 mod 2 ,i iX E i i n′ = ≡ ≥ 。 满 足 ( )( )0 mod 1n a≡ +/ 与

( )1 1 1iP X Xω − − = ，有 ( ) ( ) 22 8n
i iSc G X Sc G X −′− ≤ − = − 。证毕。 
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