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摘  要 

应用常微分定性理论，研究一类含参数的二维非线性系统的全局稳定性。首先分析系统随参数变化，其

平衡点的个数和类型以及在平衡点处的稳定性发生什么样的改变，再研究该系统极限环的存在性、个数

问题、稳定性及其位置，其次讨论了系统在无穷远点处的轨线情况，最后得到系统的全局相图。 
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Abstract 
The global stability of a class of two-dimensional nonlinear systems with parameters is studied by 
using the ordinary differential qualitative theory. Firstly, the variation of the system with para-
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meters is analyzed, the number and type of the equilibrium point and the stability at the equili-
brium point of the system are analyzed. Then the existence, number, stability and position of limit 
cycles of the system are studied. Secondly, the trajectory of the system at infinity is discussed and 
the global phase diagram is obtained. 
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1. 引言 

在微分方程相关的一些课程中，我们发现求解一些微分方程比较简单，但一些微分方程的解你可能

无法求出来，我们就需要对该系统进行一些定性理论分析，本文则是对一类含参数系统的解进行研究[1]，
文献[2]中只对下面系统 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

,

,

x x y x x y P x y

y x y y x y Q x y

α

α

 = − + + =


 = + + + =





                             (1) 

平衡点[3] [4]的稳定性[5] [6]和极限环[7]的存在进行了直接说明，缺少证明过程。但本文讨论了因参数

α 改变，该系统的平衡点发生的分叉[8]情况，以及对极限环的位置和稳定性进行了详细的说明，也给

出了相应的证明过程，然后又讨论了系统在无穷远处[1]的情况，最后在参数的不同范围内分别取特定的

数值，用相图[9]来描述不同情况下的轨线[10]走向情况，由此来验证前面理论部分的准确性。 

2. 系统(1)的平衡点分析 

定理 1 当 0α < 时， ( )0,0 是系统(1)稳定的焦点；当 0α ≥ 时， ( )0,0 是系统(1)不稳定的焦点。 
证明： 
由平衡点的定义： 

令
( )

( )

2 2

2 2

0

0

x y x x y

x y y x y

α

α

 − + + =


 + + + =

，得 ( )0,0 是非线性系统(1)的平衡点。舍去方程(1)中非线性项，得到一个

常系数线性方程： 

x x y

y x y

α

α

= −


= +





                                      (2) 

其系数矩阵为
1

1
A

α

α

− 
 =
 
 

，其特征方程为 2 22 1 0λ αλ α− + + = ，解得其特征值为 1 iλ α= + ， 2 iλ α= − 。 

1) 当 0α < 时， 1 2,λ λ 为有负实部的虚数，所以平衡点 ( )0,0 是系统(1)稳定的焦点，如图 1 所示： 
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Figure 1. Track diagram of system (1) when α < 0 
图 1. α < 0 时系统(1)的轨线图 

 

2) 当 0α > 时， 1 2,λ λ 为有正实部的虚数，所以平衡点 ( )0,0 是系统(1)不稳定的焦点。 
3) 当 0α = 时， 1 2,i iλ λ= = − 为纯虚数系统(2)以 ( )0,0 为中心，此时(1)就变 

( )
( )

2 2

2 2

x y x x y

y x y x y

 = − + +


= + +





                                  (3) 

用后继函数法研究此非线性方程组在 ( )0,0 的稳定性：在方程组(3)中，令 

cos , sinx r y rθ θ= =  

有

3

3

d dcos sin sin cos
d d
d dsin cos cos sin
d d

rx r r r
t t
ry r r r
t t

θθ θ θ θ

θθ θ θ θ

 = − = − +

 = + = +






 

得：

3d
d
d 1
d

r r
t

t
θ

 =

 =


消去 t，得到 

3d
d

r r
θ
=                                         (4) 

由于对初条件 0θ = 时， 0r = ，有整体解 ( ) ( )0r θ θ≡ −∞ < < ∞ ，由文献[2]中第一章的定理 4 可知，对充

分小的 c， 0θ = 时 r c= 的解 ( ),r cθ 在 [ ]4 ,4θ ∈ − π π 上有意义且 [ )10,r r∈ 。 
由于 ( ),r cθ 对 c 是解析的，所以可以展开成 c 的幂级数： 

( ) ( ) ( ) 2
1 2,r c r c r cθ θ θ= + +  

并且由初始条件 ( )0,r c c= 得： 

( )1 0 1r = ， ( ) ( )2 30 0 0r r= = =  

所以设解为 2 3
2 3r c r c r c= + + +，其中 ( ) ( )2 30 0 0r r= = =  

将此解带入方程(4)，比较 2c 的系数得： 2d
0

d
r
θ
= 且 ( )2 0 0r = ，所以 2 0r =  

2r 是周期函数，再比较 3c 的系数得： 3d
1

d
r
θ
= 且 ( )3 0 0r = ，所以 ( )3r θ θ=  

因此 3r 不是周期函数 
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所以 ( ) ( )3 4
4,r c c c r cθ θ θ= + + +  

( ) ( ) ( ) ( )3 4 3 4 3
4 42 , 0, 2 2 0 0 2r c r c c c r c c c r c c− = + + + − − ⋅ − + = +π π π π    

当 c 充分小时， ( ) ( ) ( ) ( )2 , 0, 0 2 , 0,r c r c r c r c− >π> ⇒π 所以 ( )0,0 是系统(1)不稳定的焦点，如图 2 所示： 
 

 
Figure 2. Track diagram of system (1) when α ≥ 0 
图 2. α ≥ 0 时系统(1)的轨线图 

 
证毕。 
显然，当参数α 由负变到正时， λ 沿实轴上方或下方穿过虚轴，平衡点由稳定的焦点 ( )0α < 变为

不稳定的焦点 ( )0α > ，这个系统在 0α = 处发生了 Hopf 分叉，如图 3 所示： 
 

 
Figure 3. Hopf bifurcation 
图 3. Hopf 分叉 

 
该系统的分叉图如图 4 所示： 
 

 
Figure 4. Subcritical bifurcation 
图 4. 亚临界分岔 

 
从这个分叉图可以看出：当 0α < ，系统有一个稳定奇点和一个闭轨，而通过分叉点 0α = 后，奇

点又变的不稳定了，则系统(1)的零解 ( ) ( ), 0,0x y = 在 0α = 处发生亚临界分叉。 
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3. 系统(1)存在一个不稳定的极限环情况 

定理 2 当 0α < 时，系统存在一个不稳定的极限环 
证明： 
先讨论系统(1)在全平面上的极限环存在情况： 
用 Bendixson 判断[1]，因为 

2 22 4 4P Q x y
x y

α∂ ∂
+ = + +

∂ ∂
 

所以当参数 0α ≥ ，系统(1)在全平面上无闭轨。 
下面考虑参数 0α < 的情况[10]： 
取 ( ), em n p q lx gyD x y Ax By Cx y += + +  

1 3 1 2 1 3 2

1 1 3 1 2e e e e

m m m m n n n n

p q lx gy p q lx gy p q lx gy p q lx gy
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Cx y Cx y Cx y Cx y
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α

+ + + + +

+ + + + + + + + +

= − + + + − + +

+ − + +
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1) 令 0, 0A C B= = > ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 1 2 2

2 2 1

3 1 1 3

2 4 4

n n n n n n n

n n n n
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取 ( ) 22, 1, ,n B D x y y−= − = =  
( ) ( ) 2 2 32 2 2
DP DQ

x y xy
x y

− −∂ ∂
+ = + −

∂ ∂
 

所以系统(1)在取第二、四象限的点时， 
( ) ( )

0
DP DQ
x y

∂ ∂
+ >

∂ ∂
 

由 Dulac 判别法[11]可知，系统(1)在二、四象限不存在闭轨。 
2) 令 0, 0B C A= = > ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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2 2 1
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取 ( ) 22, 1, ,m A D x y x−= − = =  
( ) ( ) 2 2 32 2
DP DQ

x y x y
x y

− −∂ ∂
+ = + +

∂ ∂
 

所以系统(1)在取第一、三象限的 
( ) ( )

0
DP DQ
x y

∂ ∂
+ >

∂ ∂
 

同样的由 Dulac 判别法可知，系统(1)在一、三象限不存在闭轨。 
又因为显然 0x = 与 0y = 不是系统的轨线，则当 0α < 时，系统(1)可能存在与 x 轴，y 轴相交的轨

线。 
下面来证明当 0α < 时，系统(1)极限环的存在性： 
为了解系统(1)，做极坐标变换 cosx r θ= ， siny r θ= ，则有 

( )2d
d
d 1
d

r r r
t

t

α

θ

 = +

 =


 

容易看出当 0α < 时，有一个定常解 2r α= − ，用直角坐标 x 与 y 表示圆周 2 2x y α+ = − 。 
对于其他轨线有两种可能性： 

1) 从圆周内部的点出发的轨线：当 r α< − 时，有
d 0
d
r
t
< ，因此，当 t 增加时，从圆周内部出发的

轨线越来越远离该圆周； 

2) 从圆周外部的点出发的轨线：当 r α> − 时，有
d 0
d
r
t
> ，因此，当 t 增加时，从圆周外部的点出

发的轨线越来越远离该圆周。 
因此该圆周是一个孤立的不稳定的闭轨——不稳定的极限环，如图 5 所示。 
 

 
Figure 5. Limit cycle of the system 
图 5. 系统的极限环 

 
下面讨论极限环的唯一性： 
用文献[7]中的定理 6.1 和定理 6.8 来分别证明系统(1)只存在一个极限环。 
由前面可知系统(1)的极坐标形式为： 

( ) ( )2d ,
d

r r r rα ϕ θ
θ
= + =  
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取 

( ) 1r
r

ψ = 且 0 r rα′ ′′< < − <  

显然在圆周 2 2 2:rC x y r′ ′+ = 和圆周 2 2 2:rC x y r′′ ′′+ = 之间有： 

2

d 1
dr r
ψ

= − ≠ ∞ , ( ),rϕ θ ≠ ∞ , 23r
r
ϕ α∂
= + ≠ ∞

∂
, 

2

2 3

d 2
dr r
ψ

= ≠ ∞  

最后有 ( )2
2

d 1 1 0
d

r
r r r r r

ψ αϕ α∂ ∂   = − + = − ≠   ∂ ∂   
因为 0α < ，故由定理 6.1 可知系统(1)的极限环唯一。 

对于系统(1) 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

,

,

x x y x x y P x y

y x y y x y Q x y

α

α

 = − + + =


= + + + =





 

有 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )( )

2 2 3 2 2

3 2 2 2 2

22 2 2

, , , ,

1

P x y Q x y P x y Q x y

x y x x y x y y x y

x y x x y x y y x y

x y

λ λ λ λ

α λ λα λ

λα λ λ α

λ λ

−

   = − + + + + +   
   − − + + + + +   

= − +

 

对于任意的 1λ > ，恒有 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , 0P x y Q x y P x y Q x yλ λ λ λ− ≤ 并且只有取 ( )0,0 点时等号成立，故由

定理 6.8 可知系统(1)的极限环唯一。 
证毕。 

4. 系统(1)在无穷远处的轨线情况 

下面考虑系统(1)在无穷远的情况： 
分以下几步进行： 
1) 作 Poincare’变换 

1x
z

= , uy
z

=  

即： 
yu
x

= , 
1z
x

=  

把系统(1)变成系统： 
2

2 2 2

d
d
d 1
d

u u z z
t z
z uz z u
t z

α

 +
=


− − − =

                                 (5) 

再令
dd t
z

τ = ，系统(5)变成系统： 

( )

( )

2
1

2 2 2
1

d ,
d
d 1 ,
d

u u z z P u z

z uz z u Q u z

τ

α
τ

 = + =

 = − − − =


                             (6) 
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2) 求出系统(6)在 u 轴 ( )0z = 上的平衡点，并判断其稳定性： 
令 0z = ，则有 

( )
( )

1

2
1

,0 0

,0 1 0

P u

Q u u

=


= − − =
 

所以方程无实数解，则赤道上无其他奇点。 
3) 作 Poincare’变换： 

vx
z

= , 1y
z

=  

即： 
xv
y

= , 
1z
y

=  

系统(1)化为： 
2

2 2 2

d
d
d 1
d

v v z z
t z
z vz z v
t z

α

 − −
=


− − − − =

                                (7) 

再令
dd t
z

τ = ，系统(7)化为： 

( )

( )

2
2

2 2 2
2

d ,
d
d 1 ,
d

v v z z P v z

z vz z v Q v z

τ

α
τ

 = − − =

 = − − − − =


                           (8) 

求出系统(8)在 v 轴 ( )0z = 上的平衡点，令 0z = ，有： 

( )
( )

2

2
2

,0 0

,0 1 0

P v

Q v v

=


= − − =
 

则方程也无实数解。 
综上：系统(1)没有无穷远点。 

5. 系统的全局相图 

由前面的推证，可大致画出系统的全局相图，如图 6 所示。 

 

 
Figure 6. Global phase diagram 
图 6. 全局相图 
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6. Matlab 作图 

为验证前面理论部分的准确性，分别取参数 α = −1, 0, 1，利用 Matlab 来做出系统的全局相图，如图

7~9 所示。 
 

 
Figure 7. Global phase diagram of system (1) when α = −1 
图 7. α = −1 时系统(1)的全局相图 

 

 
Figure 8. Global phase diagram of system (1) when α = 0 
图 8. α = 0 时系统(1)的全局相图 

 

 
Figure 9. Global phase diagram of system (1) when α = 1 
图 9. α = 1 时系统(1)的全局相图 
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7. 结论 

通过对系统的定性分析以及相图中对轨线走向的描述，我们能够清晰地了解到系统(1)的平衡点随参

数的改变而发生的分岔情况，当参数 0α < 时，平衡点 ( )0,0 是系统(1)稳定的焦点；当 0α ≥ 时，平衡点

( )0,0 是系统(1)不稳定的焦点；只有当参数 0α < 时，系统存在一个不稳定的极限环；并且无论参数取

多少，系统(1)都没有无穷远点。 
但本文只是对这类含一个参数的系统进行研究，研究类型单一，后续还会尝试对含两个参数的系统

进行研究，使得研究结果更为完善。 
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