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摘  要 

令G为具有拉普拉斯矩阵L(G)和无符号拉普拉斯矩阵Q(G)的加权图。根据L(G)的广义舒尔补的群可逆条

件，以及拉普拉斯矩阵的其它性质，利用分块矩阵求群逆的计算方法，计算L(G)群逆的分块表达式。并

通过例子说明计算结果。 
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Abstract 
Let G be a weighted graph with Laplacian matrix L(G) and signless Laplacian matrix Q(G). Accord-
ing to the group invertibility condition of the generalized Schur complement of L(G) and other 
properties of Laplacian matrix. An expression for the group inverse of L(G) is calculated by using 
the method of group inverse of block matrix. Moreover, an example has been constructed to illu-
strate the result. 
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1. 引言 

对于 ×n n 矩阵 A，A 的群逆定义为 ×n n 矩阵 X，满足矩阵方程： 

=AXA A ， =XAX X 和 =AX XA 。 

一般来讲，并非每个方阵都有群逆，矩阵 A 具有群逆的充分必要条件是它的指数为 1，或等价地，

( ) ( )2rank rank=A A  (参见[1])。如果 A 的群逆存在，则它是唯一的，记为 #A 。如果 #A 存在，则称矩阵 A 

是群可逆的。文献[2]中给出了分块矩阵的群逆的一些表示。令
 

=  
 

A B
M

C D
，其中 A 是可逆的，M 的舒 

尔补 1−= −S D CA B 是矩阵分析中的基本工具，也是许多矩阵不等式的来源。使用舒尔补方法处理矩阵问

题的想法应用十分广泛。当它扩展到更一般的情况时，广义舒尔补 #= −S D CA B 在 #M 的表达式中起着重

要作用(参见[3])。对于 ×n m矩阵 B，B 的 Moore-Penrose 逆矩阵是满足以下矩阵方程(参见[4] [5])的 ×m n矩
阵 †B ： 

† =BB B B ， † † †=B BB B ， ( )† †=
H

BB BB 和 ( )† †=
H

B B B B ， 

其中 HB 表示 B 的共轭转置。值得指出的是，任何复矩阵都存在唯一的 Moore-Penrose 逆矩阵。

Moore-Penrose 逆的更多基本性质可以参考[6]。 
在本文中，我们考虑简单、无向的赋权图。令 ( ) ( )( ),=G V G E G 是带有顶点集 ( ) { }1 2, , ,=  nV G v v v 和

边集 ( ) { }1 2, , ,=  mE G e e e 的无向图，G 的每条边都标记有一个正实数，称为边的权重。令 ( )A G 是 G 的

×n n 邻接矩阵，其中如果 G 中没有连接顶点 iv 和 jv 的边，则其 ( ),i j 项等于 0，否则等于连接顶点 iv 和 jv
的边的权重。令 ( )D G 为度矩阵，其对角线元素为 ( ) ( ) ( )1 2, , ,G G G nd v d v d v ，其中 ( )G id v 等于 G 中与顶

点 iv 相关联的边的权重之和。矩阵 ( ) ( )−D G A G 和 ( ) ( )+D G A G 分别称为 G 的拉普拉斯矩阵和无符号拉

普拉斯矩阵。容易验证 G 的拉普拉斯矩阵和无符号拉普拉斯矩阵都是半正定的。令 ( )L G 为加权图 G 的

拉普拉斯矩阵。由于 ( )L G 是对称的，因此 ( )#L G 存在并且 L#(G) = L†(G)。 
关于分块矩阵群逆的表达式问题是学者们研究较为活跃的部分，但由于该问题难度较大，多数分块

矩阵群逆的表达式是建立在一些特定条件下的。受文献[7]的启发，我们可以将分块矩阵群逆的一些结论

应用在拉普拉斯矩阵上，结合拉普拉斯矩阵自身的性质，得到拉普拉斯矩阵群逆的表达式。本文结构如

下，在第 2 节中我们首先介绍两个重要引理，这些引理帮助我们计算拉普拉斯矩阵的群逆。在第 3 节中，

我们给出拉普拉斯矩阵群逆的分块表示。此外，还构造一个例子来说明上述结果。 

2. 预备定理 

为了证明主要结果，本节给出一些引理。对于群可逆矩阵 S， πS 表示矩阵 #−I SS ，其中 I 是单位矩

阵。 

引理 2.1 [8]设 M 为艾尔米特半正定矩阵，将方阵 M 划分为 T
 

=  
 

A B
M

B C
，其中 TB 为 B 的转置矩阵，

则 0π =A B ， 0π =BC 。 
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引理 2.2 [9]令  
=  
 

A B
M

C D
，其中A是群可逆的。令 #= −S D CA B 是M的广义舒尔补。如果 0π =CA B ，

A 和 S 是群可逆的，则 
1) M 是群可逆的当且仅当 

( ) ( )2rank rankπ+ =A BS C A ， 

0π π =A BS ， 0π π =S CA ， # 0π π =A BS CA ； 

2) 如果 M 是群可逆的，那么有 

# 0 0π π

π π π π

      
= + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +      
         

A B BS
M R I W R W I R

S C S D CA DS
， 

其中 ( ) 1# #π −
= + ⊕W I A BS CA I ，

# # # T # # #

# T # #

A A BS B A A BSR
S B A S

 + −
=  

− 
。 

3. 矩阵群逆 

在本节中，我们给出拉普拉斯矩阵群逆的表达式。 

定理 3.1 令 G 为具有拉普拉斯矩阵 ( )L G 的加权图。如果 ( )L G 被划分为 ( ) T
 

=  
 

A B
L G

B C
，其中 A

是群可逆的，广义舒尔补 T #= −S C B A B ，则 

( )#
T

0 0 0
0

π

π π π

     
= + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +    

       

BS
L G R I W R W I R

S B S C CS
， 

其中 TB 是矩阵 B 的转置， # T #
0

π= +W I A BS B A ， 1
0
−= ⊕W W I ，

# # # T # # #

# T # #

 + −
=  

− 

A A BS B A A BS
R

S B A S
。 

证明：根据拉普拉斯矩阵的性质，结合引理 2.1，我们可以得到 πA B 和 T πB A 等于 0。由于 ( )#L G 的

存在性，再根据引理 2.2，得出 

#
T

0 0 0
( )

0

π

π π π

     
= + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +    

       

BS
L G R I W R W I R

S B S C CS
， 

其中
# # # T # # #

# T # #

 + −
=  

− 

A A BS B A A BSR
S B A S

， # T #
0

π= +W I A BS B A ，并且 1
0
−= ⊕W W I 。 

例 3.1 考虑图 1 所示的加权星图 1,6K 。 
 

 
Figure 1. Star graph 
图 1. 星图 
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1,6K 的拉普拉斯矩阵是 

( )1,6

10 1 2 1 2 3 1

1 1 0 0 0 0 0

2 0 2 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0 0

2 0 0 0 2 0 0

3 0 0 0 0 3 0

1 0 0 0 0 0 1

L K

− − − − − − 
 
− 

 − 
 = −
 
 −
 
− 
 
− 

， 

不失一般性，取
10 1

1 1
− 

=  − 
A ，

2 1 2 3 1
0 0 0 0 0
− − − − − 

=  
 

B 和

2 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 1

C

 
 
 
 =
 
 
 
 

。 

那么 

T #

14 9 2 9 4 9 2 3 2 9

2 9 8 9 2 9 1 3 1 9

4 9 2 9 14 9 2 3 2 9

2 3 1 3 2 3 2 1 3

2 9 1 9 2 9 1 3 8

S C B A B

− − − − 
 
− − − − 
 = − = − − − − 
 − − − −
 
 − − − − 

， 

#

13 30 1 6 1 15 1 30 1 6

1 6 11 15 1 6 2 15 4 15

1 15 1 6 13 30 1 30 1 6

1 30 2 15 1 30 1 3 2 15

1 6 4 15 1 6 2 15 11 15

S

− − − − 
 
− − − − 

 = − − − − 
 − − − −
 
 − − − − 

， 

1 5 1 5 1 5 1 5 1 5

1 5 1 5 1 5 1 5 1 5

1 5 1 5 1 5 1 5 1 5

1 5 1 5 1 5 1 5 1 5

1 5 1 5 1 5 1 5 1 5

R

 
 
 
 =  
 
 
 
 

， 

2 15 2 15 1 30 1 15 1 30 1 15 1 15

2 15 17 15 1 30 1 15 1 30 1 15 1 15

1 30 1 30 13 30 1 6 1 15 1 30 1 6

1 15 1 15 1 6 11 15 1 6 2 15 4 15

1 30 1 30 1 15 1 6 13 30 1 30 1 6

1 15 1 15 1 30 2 15 1 30 1 3 2 15

1 15 1 15 1 6 4 15 1 6 2 15 11 15

Sπ

− − 
 

− − 
 − − − − 
 = − − − − − −
 
 − − − −
 

− − − − 
 
− − − − − − 

， 
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6 7 1 7 0 0 0 0 0
1 7 6 7 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1

− 
 − 
 
 

=  
 
 
 
 
 

W 。 

由定理 3.1，可得 

( )#
1,6

13 147 8 147 5 294 8 147 5 294 2 49 8 147

8 147 118 147 37 294 29 147 37 294 5 49 29 147

5 294 37 294 131 294 37 294 8 147 3 98 37 294

8 147 29 147 37 294 118 147 37 294 5 49 29 147

5 294 37 294 8 147 37 294 131 294 3 98 37 294

2 49 5 49 3 9

L K

− − −

− − − − − −

− − − − −

= − − − − − −

− − − − −

− − 8 5 49 3 98 16 49 5 49

8 147 29 147 37 294 29 147 37 294 5 49 118 147

 
 
 
 
 
 
 
 
 

− − − 
 
− − − − − − 

。 

推论 3.1 令 G 为具有拉普拉斯矩阵 ( )L G 的加权图，如果 ( )L G 被划分为 ( ) T
 

=  
 

A B
L G

B C
，并且广义

舒尔补 T # 0= − =S C B A B ，则 

( )
1 # 1 1 # 1 #

# 0 0 0 0
T # 1 # 1 T # 1 # 1 #

0 0 0 0

− − − −

− − − −

 
=  
 

W A W W A W A B
L G

B A W A W B A W A W A B
， 

这里 # T #
0 = +W I A BB A 。 

证明：根据定理 3.1，如果 0=S ，那么 π =S I ，
# 0

0 0
 

=  
 

A
R ， 

( )#
T

1 # 1 #
0 0

T #

1 # 1 1 # 1 #
0 0 0 0

T # 1 # 1 T # 1 # 1 #
0 0 0 0

0 0 0
0

0 0 0 0
0 0 0 0 0

− −

− − − −

− − − −

      
= + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +      

      
     

=      
     
 

=  
 

B
L G R I W R W I R

B C C

I W A W I A B
B A I I I I

W A W W A W A B
B A W A W B A W A W A B

 

设 G 是一个具有无符号拉普拉斯矩阵 ( )Q G 的加权图，并且 ( )Q G 被划分为 ( ) T
 

=  
 

X Y
Q G

Y Z
。由于

( )Q G 是半正定的。通过引理 2.1，我们有 0, 0π π= =X Y YZ ，可以得到 ( )#Q G 的表达式。 

定理 3.2 令 G 为具有无符号拉普拉斯矩阵 ( )Q G 的加权图。如果 ( )Q G 被划分为 ( ) T
 

=  
 

X Y
Q G

Y Z
，

其中𝑋𝑋是群可逆的，广义舒尔补 T #= −S Z Y X Y ，则 

( )#
T

0 0 0
0

π

π π π

     
= + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +    

       

YSQ G R I W R W I R
S Y S Z ZS

， 
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这里 
# # # T # # #

# T # #

 + −
=  

− 

X X YS Y X X YS
R

S Y X S
 

1
0
−= ⊕W W I  

# T #
0

π= +W I X YS Y X  

证明：根据无符号拉普拉斯矩阵的性质，结合引理 2.1，我们可以得到 πA B 和 T πB A 等于 0。由于 ( )#Q G
的存在性，再根据引理 2.2，得出 

( )#
T

0 0 0
0

π

π π π

     
= + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +    

       

YSQ G R I W R W I R
S Y S Z ZS

， 

其中
# # # T # # #

# T # #

 + −
=  

− 

X X YS Y X X YS
R

S Y X S
， # T #

0
π= +W I X YS Y X ，并且 1

0
−= ⊕W W I 。 

推论 3.2 令 G 为具有拉普拉斯矩阵 ( )Q G 的加权图。如果 ( )Q G 被划分为 ( ) T
 

=  
 

X Y
Q G

Y Z
，并且广

义舒尔补 T # 0= − =S Z Y X Y ，则 

( )
1 # 1 1 # 1 #

# 0 0 0 0
T # 1 # 1 T # 1 # 1 #

0 0 0 0

− − − −

− − − −

 
=  
 

W X W W X W X Y
Q G

Y X W Y W Y X W X W X Y
 

这里 # T #
0 = +W I X YY X 。 

4. 结语 

本文已经求出拉普拉斯矩阵和无符号拉普拉斯矩阵群逆的一种表达式，并且举例说明计算结果。通

过测试和比较不同类型的图，我们发现本文给出的表达式与文献[7]中所给的表达式相比较而言，利用本

文给出的表达式来计算拉普拉斯矩阵群逆时，计算量更小。受文献[7]和[10]的启发，如何将拉普拉斯矩

阵群逆的分块表示应用到电网络图中，以及遇到大型矩阵时相应算法该如何实现，这是需要我们继续深

入研究的。 
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