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摘  要 

让L表示一个Schrӧdinger算子。本文研究了Heisenberg群上与L有关的交换子的紧性问题。通过光滑截

断技术，证明了Heisenberg群上分数Schrӧdinger热半群生成的积分算子关于消失平均震荡型空间

( )( )nCMO Hρ 中函数的交换子是紧算子。作为应用，讨论了与L有关的极大函数交换子的紧性。 
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Abstract 
Let L denote the Schrӧdinger operator. In this paper, we study the result of compactness of com-
mutators related to L on Heisenberg groups. By smooth truncation technique, we show that com-
mutators of the maximal operators generated by fractional Schrӧdinger heat semi groups with the 
function in the vanishing mean oscillation type space ( )( )nCMO Hρ  are compact operators. As 
an application, we investigate compactness of commutators of maximal functions associated with L. 
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1. 引言 

若存在常数 0C > ，使得一个非负局部 qL 可积的函数 V 满足逆 Hӧlder 不等式 

( ) ( )
1

1 d d .
q

q
B B

CV h h V h h
B B

 
≤  

 
∫ ∫  

则称 V 属于逆 Hӧlder 类 ( ), 2 2 2qB q n> + 。我们用符号 2 2nϑ = + 表示海森堡群的齐次维数。令

nH
L V= −∆ + 是 Heisenberg 群上的一个 Schrӧdinger 算子，其中 nH

∆ 是次 Laplace 算子，也就是

( )2 2
1:n

n
jjH

X
=

∆ = ∑ 。且非负势 , 2qV B q ϑ∈ > 。积分算子 T 关于局部可积的函数 b 的交换子 [ ],b T 被定义为

[ ] ( ) ( ),b T f bT f T bf= − ，其中 f 为任意光滑函数。 
在泛函分析中，一个重要的分支是紧算子理论。设 T 是从一个 Banach 空间 X 到另一个 Banach 空间

Y 的线性算子。如果 X 的任意有界子集在算子 T 作用下的像是 Y 中的紧子集，我们称 T 为紧算子。紧算

子的一个经典例子是 Sobolev 空间的紧嵌入。通过这种嵌入，可以将椭圆型边值问题转化为 Fredholm 积

分方程。有关紧算子的更多信息可以参考[1]和[2]。近年来，与 Schrӧdinger 算子 L 相关的交换子紧性的

研究引起了越来越多的注意。具体地，P.T. Li 和 L.Z. Peng 在[3]中给出了与 L 相关的 Riesz 变换的一些交

换子的紧性问题。P.T. Li，Y. M 和 C.Y. Zhang 在[4]中建立了一个紧性准则，并应用于与 L 有关的 Riesz
变换的交换子。在[5]中，Q. He 和 P. Li 讨论了与 L 有关的标准 Calderόn-Zygmund 算子、Riesz 变换和

Littlewood-Paley 函数等的交换子的加权紧性问题。对于更多的紧性问题和相关结果，参考文献[6]和[7]。 
本文不同于[3] [4] [5]中的研究对象，主要研究了分数 Schrӧdinger热半群生成的极大算子交换子的紧

性。首先，定义了一族满足新的核估计与 L 有关的算子{ }1 2, , 0

L
t tγ γ ≥

Φ ，再定义其极大算子
1 2

,*
,

L
γ γΦ 及其交换子

1 2

,*
,, Lb γ γ Φ ，其中 ( )( )nb CMO Hρ∈ 。先讨论极大算子及其交换子的 pL 有界性，进一步地，通过光滑截断

技术方法和 Frechet-Kolomogorv 定理来得到 Heisenberg 群上
1 2

,*
,, Lb γ γ Φ 的

pL 紧性。光滑截断技术方法的基

本思想是给出一族截断算子并借助一些算子的核估计和一些新的极大算子的 pL 有界性来证明交换子的

紧性问题。值得指出的是，我们在定理 4.1 中得到的
1 2

,*
,, Lb γ γ Φ 的

pL 紧性涵盖了很多与 L 有关的极大函数。

作为应用，我们选取了与分数次热半群算子核和广义的泊松算子有关的积分核 ( ), ,m m L
t tt Kα∂ ⋅ ⋅ 和

( ),
, ,L

t tt pν ν α
σ∂ ⋅ ⋅ ，通过分数阶热核的正则性估计可以验证这些积分核满足所定义的新核估计，从而得出这两

种核所对应的极大函数对于 ( )( )nb CMO Hρ∈ 的交换子 ,*, , 1, 2L
ib T i  =  是 pL 紧算子。下面，将介绍

Heisenberg 群的一些基本性质。 
2 1n + 维 Heisenberg 群 nH 是具有基本流形 2n nR R× 和如下乘法的 Lie 群： 

( )( ) ( )
1

, , : , 2 .
n

n j j j n j
j

x t y s x y t s x y x y+ +
=

 
= + + + − 
 

∑  
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nH 上的左不变向量场的 Lie 代数由下式给出： 

2 1 , 2 , 2 , 1, 2, , .
j n j

n j n j n j j
t x t x t

X X x X x j n
+

+ + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = + = + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

�  

nH 上的梯度定义为 ( )1 2: , ,n nH
X X∇ = � 。其左不变距离为： ( ) 1, :d h g h g−= 。以 g 为中心，半径 r

的球表示为 ( ) { }1, :B g r h h g r−= < 。该球的体积为： ( ), n
nB g r c r= ，其中 nc 表示 nH 上单位球的体积。 

本文内容如下：第 2 节叙述了一些与 L 有关的核估计。第 3 节给出了与 L 有关的极大函数
1 2

,*
,

L
γ γΦ 及其

交换子
1 2

,*
,, Lb γ γ Φ 的有界性的证明，这对后续的紧性证明非常重要。作为本文的主要结果，在第 4 节中通

过光滑截断技术建立了 nH 上
1 2

,*
,, Lb γ γ Φ  的

pL 紧性，其中 ( )( )nb CMO Hρ∈ 。作为应用，进一步得出
,* , 1, 2L

iT i = ，对于 ( )( )nb CMO Hρ∈ 的极大交换子是 pL 紧算子。 

2. 一些核估计 

Z.W. Shen 在[8]中首次引入了辅助函数 ( )ρ ⋅ 。 nH 上的辅助函数 ( )ρ ⋅ 可以类似地如下定义。 

定义 2.1 函数 ( )ρ ⋅ 被定义为 ( ) ( ) ( )( ){ }2

,0
: sup : d 1 , n

B g rr
g r r V h h g Hϑρ − −

>
= ≤ ∈∫ 。 

引理 2.2 [9]假设 qV B∈ ，其中 2q ϑ> ，则存在常数 0 0k > ， 0 1C > 和 0C > 使得 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0 11 1
0

0

1 1 .
k k kg

g h g h C g g h g
C
ρ

ρ ρ ρ ρ
− +

− −+ ≤ ≤ +               (1) 

特别地，当 ( )1g h C gρ− ≤ 时，有 ( ) ( )~g hρ ρ 成立。 
本文中，定义 ( ) ( )( )1B r g

θ
θ ρΨ = + ，其中 ( ),B B g r= 是中心为 g，半径为 r 的一个球，且 0θ > 。

特别地，对于给定的 0θ > ，用符号 ( )BΨ 来代替 ( )BθΨ 。下面分别给出空间 ( )( )nBMO Hρ 和

( )( )nCMO Hρ 的定义。 
定义 2.3 1) 对 0θ > ， ( )( )nBMO Hρ 空间被定义为满足下列条件的局部可积函数 f 的集合。对所有

的 ng H∈ 和 0r > ，有 ( ) ( )1 dBB
f h f h C B

B θ− ≤ Ψ∫ ，其中 ( )1 dB B
f f h h

B
= ∫ 。 

( )( )nBMO Hρ 空间中函数的范数被定义为 ( ) ( ) ( )1: sup d
n

BBMO B
B H

f f g f g
B Bρ

θ⊂

= − < ∞
Ψ ∫ 。 

2) ( )( )nCMO Hρ 表示为 cC∞ 在 ( )( )nBMO Hρ 的拓扑空间中的闭包，其中 cC∞ 是 nH 上具有紧支撑的

无穷次可微函数的集合。 

特殊的极大算子 ( ), 0VM pη < < ∞ 被定义为 ( )
( )

( ),
1: sup dV Bg B

M f g f h h
B B

η η
θ

∈
=

Ψ
∫ 。 

因为 ,VM fη 比经典的 Hardy-Littlewood 极大函数要小，所以下面的结论是显然成立的。 
引理 2.4 让1 p< < ∞而且 ( )1p p p′ = + ，则存在一个常数 0C > 使得 ( ) ( ), p np nV p L HL H

M f C f′ ≤ 。 

,VM η 的交换子被定义为 ( )( )
( )

( ) ( ) ( ),
1, : sup dV Bg B

b M f g b g b h f h h
B B

η η
θ

∈
  = −  Ψ

∫ 。 

让 ,
,
L
tp α
σ 表示与 L 相关广义的泊松算子，即 ( ) ( ) ( ) ( )2

,
, 1, 40

1 d, : e , ,0 1L r L
t t r

rp g h K g h
rα

α
σ σα

σ
σ

∞ −
−= < <

Γ ∫ 。 

与 L 有关的分数次热半群表示为{ } ( )
0

e , 0,1tL

t

α
α−

≥
∈ 。通过从属公式(参考[10])，其分式热核 ( ), ,L

tKα ⋅ ⋅ 为

( ) ( ) ( ), 0
, , dL L

t t sK g h s K g h sα
α η

∞
= ∫ ，其中 ( ),L

sK ⋅ ⋅ 是热半群{ }
0

e sL

s

−

≥
的积分核， ( )t

αη ⋅ 是 ( )0,∞ 上的连续函数，
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且满足 

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

1 1
1

1

0

1 1

;

  , 0;

d ,  0;

  0.

t

t

t

t

s t s t

s Ct s s t

s s s

s t s s t

α α α α

α α

γ α

α α α

η η

η

η γ

η

−

+

∞ −

+

 =

 ≤ ∀ >


< ∞ >

 ∀ ≥ >

∫
�

 

定义 2.5 算子 ,
L

i tT 被定义为 ( )( ) ( ) ( ), : , d , 1, 2n
L L

i t iH
T f g K g h f h h i= =∫ ，其中 

( ) ( )
( ) ( )

1 ,

,
2 ,

, : , , 0;

, : , , 0.

L m m L
t t

L L
t t

K g h t K g h m

K g h t p g h
α

ν ν α
σ ν

 = ∂ >


= ∂ >
 

,
L

i tT 的极大算子 ,*L
iT 被定义为 ( )( ) ( )( ),*

,
0

: sup , 1,2L L
i i t

t
T f g T f g i

>
= = 。 

,*L
iT 关于 ( )( )nb BMO Hρ∈ 的交换子被定义为 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ),*

0
, : sup , d , 1,2.n

L L
i iHt

b T f g K g h b g b h f h h i
>

  = − =  ∫  

定义 2.6 假设 1 0γ > 且 ( )2 0, 2γ ∈ 。让{ }1 2, , 0

L
t tγ γ ≥

Φ 是与 L 相关的积分核为 ( )1
2

,
, ,L
tK γ

γ ⋅ ⋅ 的一族算子。即： 
( )( ) ( ) ( )1

1 2 2

,
, , ,: , dn

LL
t tH

f g K g h f h hγ
γ γ γΦ = ∫ ，其中 ( )1

2

,
, ,L
tK γ

γ ⋅ ⋅ 满足下面两个条件： 

1) 对任意的 0N > ，存在一个常数 0NC > 使得 

( )
( ) ( ) ( )

1 2 2
1

2 1 2
2

1 1
,
,

1 1
, 1 .

N
L N

t
C t t tK g h

g ht g h

γ γ γ
γ

γ ϑ γ γγ ρ ρ

−

+
−

 
≤ + +  

 +
                  (2) 

2) 对任意的 0N > ，存在一个常数 0NC > 使得对每个 { }20 min ,1 Q qδ γ< < − 和所有 21u t γ≤ 有 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 2
1 1

2 2 1 2 2
2

1 1
, ,
, , 11 1

, , 1 .
N

L L N
t t

uC t t tK gu h K g h
g htt g h

δγ γ γ
γ γ

γ γ ϑ γ γ γγ ρ ρ

−

+
−

  
− ≤ + +       +

        (3) 

1 2, ,
L
t γ γΦ 的极大算子

1 2

,*
,

L
γ γΦ 被定义为 ( )( ) ( )( )

1 2 1 2

,*
, , ,

0
: supL L

t
t

f g f gγ γ γ γ
>

Φ = Φ 。 

1 2

,*
,

L
γ γΦ 关于 ( )( )nb BMO Hρ∈ 的交换子被定义为 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1
1 2 2

,,*
, ,

0
, : sup , d .n

LL
tHt

b f g K g h b g b h f h hγ
γ γ γ

>
 Φ = −  ∫  

引理 2.7 [11]让 ( )0,1α ∈ ， 0m > 且 , 2qV B q ϑ∈ > 。 
1) 对任意的 0N > ，存在一个常数 0NC > 使得 

( )
( )( )

( )

( )
( )

( )
1 2 1 2

, 21 2 1
, 1 .

Nm
m m L N

t t m

C t t tt K g h
g ht g h

α α

α ϑ αα ρ ρ

−

+
−

 
∂ ≤ + +  

 +
 

2) 让 { }00 min 2 ,δ α δ< ≤ 。对每个 0N > ，这存在一个常数 0NC > 使得对所有的 ( )1 2u t α≤ ， 

( ) ( )
( )( ) ( )

( )

( )
( )

( )
1 2 1 2

, , 2 1 21 2 1
, , 1 .

Nm
m m L m m L N

t t t t m

uC t t tt K gu h t K g h
g htt g h

δ α α

α α ϑ α αα ρ ρ

−

+
−

  
∂ − ∂ ≤ + +       +
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引理 2.8 [12]让一列紧算子序列{ }nT 一致拓扑收敛到一个算子 T，即 lim 0nn
T T

→∞
− = 。则 T 也是紧算子。 

引理 2.9 [12]假设 0 p< < ∞且 是 ( )p nL H 中的一个子集。若下面(1)~(3)成立，则 在 ( )p nL H 中是

列紧的。 
1) 是有界的，即 ( )sup p nL H

f
f

∈
< ∞


； 

2) 在无穷远处一致收敛到 0，即 ( )lim sup d 0
p

g NN f
f g g

>→∞ ∈
=∫


； 

3) 是一致等连续的，即 ( ) ( )lim sup d 0n

p

Hu f
f gu f g g

→∞ ∈
− =∫


。 

3. 与 L 相关的极大函数及其交换子的有界性 

定理 3.1 令1 p< < ∞且 1 2γ γ θη> 。则存在一个常数 C 使得 ( ) ( ) ( )1 2

,*
, p np n

L
L HL H

f C fγ γΦ ≤ 。 

证明首先，把 ( )
1 2

,*
,

L fγ γΦ 划分成两部分： ( )( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )1
1 2 2

,,*
, ,

0
sup , dn

LL
tHt

f g K g h f h h I g II gγ
γ γ γ

>
Φ ≤ ≤ +∫ ，

其中 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

1
1 2

1
1 2

,
,

0

,
,

0

: sup , d ;

: sup , d .

L
tg h gt

L
tg h gt

I g K g h f h h

II g K g h f h h

γ
γρ

γ
γρ

−

−

<>

≥>

  =    


  =    

∫

∫
 

对于 ( )I g ，有 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3I g I g I g I g≤ + + ，其中 

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )( )

( )
( )

( ) ( )( )

1
11 2 21 2

1
1 12 21 2

1
1 21 2

,
1 ,

0

,
2 ,

0

,
3 ,

: sup , d ;

: sup , d ;

: sup , d .

L
tg h t

g t

L
tt g h g

g t

L
tg h g

t g

I g K g h f h h

I g K g h f h h

I g K g h f h h

γ
γ

γ
γ

γ

γ
γ

ρ

γ
γρ

ρ

γ
γρ

ρ

−

−

−

<
> >

≤ <
> >

<
≥

  =  
 


  =  

 


  =    

∫

∫

∫

 

通过(2)，对于 ( )1I g ，有 ( )
( ) ( )

( ) ( )( )
1

11 2 1 21 2 2
1 ,

10
sup d Vg h t

g t

tI g C f h h CM f g
t

γ
γ

γ

ηϑ γ γγρ
− +<

> >

 
 ≤ ≤ 
  
∫ 。 

对于 ( )2I g ，注意到 1 2γ γ θη> ，则有 

( )
( ) ( )

( ) ( )( )
1

11 21 21 2 2
2 ,2110

sup d .
2

j
j Vg h t

jg t

tI g C f h h CM f g
t

γ
γ

γ

ηϑ γ γ
γρ

−

∞

+
=> >

 
 

≤ ≤ 
 
 

∑ ∫ ∼
 

对于 ( )3I g ，则有 

( )
( )

( )

( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

1

1 11 21 12 22 2
3 ,

1 1
sup d sup d .Vg h g g h g
g t g t

Ct f h CI g h f h h CM f g
t tγ γ

γ

ηϑ γ γ ϑρ ργ γρ ρ
− −+< <

≤ ≤

   
   ≤ ≤ ≤   
      
∫ ∫  

对于 ( )II g ，再次通过(2)，取足够大的 N，则有 
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( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

( )( )

1 2

1 1 2

1 22 2

11 2 1 2

10

20 1

,

sup 1 d

1
sup d

2 2

.

j

N

g h gt

N

g h gj jt j

V

t tII g C f h h
gg h

t t g
C f h h

g g

CM f g

γ γ

ϑ γ γρ

γ γγ γ

γ γ ϑγ γ ρ

η

ρ

ρ

ρ ρ

−

−

−

+≥ −>

−
∞

> =

   ≤ +   
   

 + ≤  
  

≤

∫

∑ ∫ ∼
 

由引理 2.4，其中 p η′ ≤ < ∞， ( )I g 和 ( )II g 的估计表明了 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

,*
, , .p np np n

L
V L HL HL H

f C M f C fγ γ ηΦ ≤ ≤  

定理 3.2 令1 p< < ∞且 1 2γ γ θη> 。对 ( )( )nb CMO Hρ∈ ，存在一个常数 C 使得 

( ) ( ) ( ) ( )1 2

,*
,, .p np n

L
BMO L HL H

b f C b fγ γ ρ
 Φ ≤   

证明重复定理 3.1 的证明过程，能得到 ( ) ( )( )
1 2

,*
, ,, ,L

Vb f C b M f gγ γ η   Φ ≤    。然后通过类似于[13]中定

理 1.1 的证明，得出定理 3.2 成立。 

4. 热半群极大函数的交换子的紧性 

定理 4.1 让1 p< < ∞， ( )1 2 01 kγ γ θη> + 且 ( )( )nb CMO Hρ∈ ，则交换子
1 2

,*
,, Lb γ γ Φ 是 ( )p nL H 上的紧

算子。 
证明我们将用光滑截断技术来证明该定理。取函数 [ ]( )0,Cφ ∞∈ ∞ 且满足 0 1φ≤ ≤ 且对于 0 1g≤ ≤ 有

( ) 1gφ = ；对于 2g ≥ 有 ( ) 0gφ = 。对任意的 0γ > ，定义 ( ) ( ) ( )( )1 1
2 2

, , 1 1
, , ,, : , 1L L
t tK g h K g h g hγ γ

γ γ γ φ γ − −= − 。令 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }

1
1 2 2

1
1 2 2

,,*
, , , ,

0

,,*
, , , ,

0

, : sup , d ;

, , : sup , d .

n

n

LL
tHt

LL
tHt

g h K g h f h h

b g h K g h b g b h f h h

γ
γ γ γ γ γ

γ
γ γ γ γ γ

>

>

Φ =


  Φ = − 

∫

∫
               (4) 

对所有的 ( )n
cb C H∞∈ ， N θη= 和 , , 0γ η θ > ，结合(2)和(4)，则有 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2

,* ,*
, , , 1 2, , ,L L

Nb f g b f g C L g L gγ γ γ γ γ   Φ − Φ ≤ +     

其中 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 1 2
2

1 2

1 1 2
2

1
1 1 1

1 | | 2 1 10

1
1 1 1

2 | | 2 1 10

: sup 1 d ;

: sup 1 d .

N

g ht

N

g ht

t tL g g h f h g h h
gt g h

t tL g g h f h g h h
gt g h

γ γ

ϑ γ γγ γ

γ γ

ϑ γ γγ γ

φ γ
ρ

φ γ
ρ

−

−

−

− − −
+< −>

−

− − −
+≥ −>

  
   = +    

  +  


     = +      +  

∫

∫

 

对 ( )2L g 来说，因为 1 2g h γ− ≥ ，所以 ( )1 1 0g hφ γ − − = 。故而有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2

,* ,*
, , , 1 2 3, , ,L Lb f g b f g C J g J g J gγ γ γ γ γ γ   Φ − Φ ≤ + +     

其中 
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( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

1 2

11 2 1 21 2 2

1 2

1 12 1 21 2 2

1 2

1 21 2 2

1

1
1 12

1

2 2 1 12

1

3
1 12

: sup 1 d ;

: sup 1 d ;

: sup 1

N

g h t
t

N

t g h
t

t

t tJ g f h h
gt g h

t tJ g f h h
gt g h

t tJ g
gt g h

γ
γ

γ
γ

γ

γ γ

ϑ γ γγγ

γ γ

ϑ γ γγ γγ

γ γ

ϑ γ γγγ

ρ

ρ

ρ

−

−

−

+< −<

−

+≤ < −<

+
−≥

 
  = +   

  + 
 

  = +   
  + 


= +

+

∫

∫

( )1 2
d .

N

g h
f h h

γ−

−

<











  

  
  

   
∫

 

对于 ( )1J g ，有 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

11 21 2 2

1

1 ,
12

1sup 1 d Vg h t
t

tJ g C f h h CM f g
gt

γ
γ

θηγ

ηϑγγ ρ −

−

<
<

   ≤ + ≤   
   

∫ 。 

对于 ( )2J g ，有 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2

11 21 21 2 2

1

2 ,2112
sup 1 d

2
j Vg h tjjt

t tJ g C f h h CM f g
gt

γ
γ

θηγ γ

ηϑ γ γγγ ρ −

−
∞

+
=<

   ≤ + ≤   
   
∑ ∫ ∼

。 

对于 ( )3J g ，有 ( )
( ) ( ) ( ) ( )1

1 2 2
3 ,212

1 2sup 1 d Vg h
t

J g C f h h CM f g
gtγ

θη

ηϑ γγγ

γ
ρ −

−

<
≥

   ≤ + ≤   
   

∫ 。 

通过对 ( )1J g ， ( )2J g 和 ( )3J g 的估计，有 ( ) ( ) ( )( )
1 2 1 2

,* ,*
, , , ,, ,L L

Vb f g b f g CM f gγ γ γ γ γ η   Φ − Φ ≤    成立。 

由引理 2.4，其中 p η′ ≤ < ∞，我们能得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2

,* ,*
, , , ,, , ,p np np n

L L
V L HL HL H

b f b f C M f C fγ γ γ γ γ ηγ γ   Φ − Φ ≤ ≤     

这表明 

( ) ( ) ( )1 2 1 2

,* ,*
, , ,0

lim , , 0.
p n

L L

L H
b f b fγ γ γ γ γγ →
   Φ − Φ =                            (5) 

另一方面，若 ( )( )nb CMO Hρ∈ ，则对任意的 0ε > ，存在 ( )n
cb C Hε
∞∈ 使得 ( )BMOb bε ρ

ε− < 。通过

定理 3.2，有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2

,* ,* ,*
, , ,, , p np n

L L L
BMO L HL H

b f b f C b b f Cγ γ ε γ γ ε γ γρ
ε   Φ − Φ ≤ − Φ ≤    。因此，为了证明 

对任意的 ( )( )nb CMO Hρ∈ ，有
1 2

,*
,, Lb γ γ Φ  是 ( )p nL H 上的紧算子，只需证对所有的 ( )n

cb C H∞∈ ，有

1 2

,*
,, Lb γ γ Φ 是 ( )p nL H 上的紧算子。通过(5)和引理 2.9，只需证当 0γ > 充分小时，对所有的 ( )n

cb C H∞∈ ，

有
1 2

,*
,, Lb γ γ Φ 是紧的。为了这个目的，对 ( )p nL H 中的任意有界集 F ，取 ( ){ }1 2

,*
,, :Lb f f Fγ γ = Φ ∈  。接下

来，只需证对 ( )n
cb C H∞∈ ， 满足引理 2.10 的(1)~(3)。 

先证 满足(1)。根据 1
2

,
, ,

L
tK γ

γ γ 的定义，有 ( ) ( )1 1
2 2

, ,
, , ,0 , ,L L
t tK g h K g hγ γ

γ γ γ< ≤ 。因此， 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
1 2

11 21 2 1 2
0

1
,*
, , ,2 10

sup 1 d ,j

N

L
Vg h tt j j

t tf g C f h h CM f g
gg h

γ

γ γ

γ γ γ ηϑ γ γ ρ−

−
∞

+−> =

   Φ ≤ + ≤   
   
∑ ∫ ∼

   (6) 

其中整数 0j 满足 0 02 211 12 2j jt tγ γγ +≤ ≤ 。通过这种方式，可以得到 

( )( ) ( )( )
1 2

,*
, , ,, ,L

Vb f g C b M f gγ γ γ η   Φ ≤    。 

从定理 3.1 和 3.2，可以推出
1 2

,*
, ,

L
γ γ γΦ 和

1 2

,*
, ,, Lb γ γ γ Φ  在 ( )p nL H 上是有界的。故有 
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( ) ( ) ( )1 2

,*
, ,sup , sup p np n

L
FL HL Hf F f F

b f C f Cγ γ γ
∈ ∈

 Φ ≤ ≤  。这表明集合 是有界的。 

再证 满足(2)。假设 ( )n
cb C H∞∈ 且 b 的支集属于 ( )0,B R ，其中 ( )0,B R 是一个半径为 R，中心为原

点的一个球。对任意 2g A R> > ，1 p< < ∞和 f F∈ ，应用(2)，能得到 

( )( ) ( )
( )

( )
( )

1

1 2 1 22

,*
, ,

1 10

d
, sup d ,n

L
L H h R h Rt

t f h h
b f g C b C g f h h C g

t g h

γ
ϑ ϑ

γ γ γ γ γ ϑγ
∞

−

< <−>

 
  Φ ≤ ≤ ≤  
  
∫ ∫  

其中1 1 1p p′ + = 。因此， ( )( ) ( ) ( )
11 2

1,*
, , 2 2

0
, d 2 dj j

p p pL j
g A A g A

j
b f g g C A g C A

ϑ ϑ
γ γ γ +

∞ − −

> < ≤
=

 Φ ≤ ≤  ∑∫ ∫ 。从而有

( )( )
1 2

,*
, ,lim , d 0

pL
g AA

b f g gγ γ γ>→∞
 Φ = ∫ 。 

最后证 满足(3)。仅需验证对任意的 0ε > ，若 u 是充分小的且仅取决于 ε ，对任意的 f F∈ 有 

( )( ) ( )( ) ( )1 2 1 2

,* ,*
, , , ,0

lim , ,
p n

L L

u L H
b f u b f Cγ γ γ γ γ γ ε

→
   Φ ⋅ − Φ ⋅ =                      (7) 

成立。下面我们取 ( )0,1γ ∈ 和 4u γ≤ ，则有 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
1 2 1 2

,* ,*
, , , ,, , ,L Lb f gu b f g I g II gγ γ γ γ γ γ   Φ − Φ ≤ +     

其中

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

1 1
2 2

1
2

, ,
, , , ,

0

,
, ,

0

: sup , , d ;

: sup , d .

n

n

L L
t tHt

L
tHt

I g K gu h K g h b gu b h f h h

II g K g h b gu b g f h h

γ γ
γ γ γ γ

γ
γ γ

>

>

 = − −


 = −


∫

∫
 

事实上， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1
2 2

1 1 1
2 2 2

, ,
, , , ,

, , ,
, , , , , ,

, ,

, , , .

L L
t t

L L L
t t t

K gu h b gu b h f h K g h b g b h f h

K gu h K g h b gu b h f h K g h b gu b g f h

γ γ
γ γ γ γ

γ γ γ
γ γ γ γ γ γ

− − −

≤ − − + −
 

先考虑 ( )II g ，通过(6)，能得到 ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )( )1
2

,
,, ,

0
sup , dn n

L
VtL H Ht

II g b u K g h f h h C u M f gγ
ηγ γ∞

>
≤ ≤∫ 。 

通过引理 2.4，其中 p η′ ≤ < ∞，有 ( ) ( ) ( ) ( ),p n p np nVL H L HL H
II C u M f C u fη≤ ≤ 。 

接下来，对 ( )I g ，有 ( ) ( ) ( )1 2I g I g I g≤ + ，其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

1 1
2 21 2

1 1
2 21 2

, ,
1 , , , ,

, ,
2 , , , ,

: sup , , d ;

: sup , , d .

n

n

L L
t tH

t u

L L
t tH

t u

I g K gu h K g h b gu b h f h h

I g K gu h K g h b gu b h f h h

γ

γ

γ γ
γ γ γ γ

γ γ
γ γ γ γ

≥

<

 = − −


 = − −


∫

∫
 

对于 ( )1I g ，若 21t uγ ≥ ，注意到 ( )0,1γ ∈ 和 4u γ≤ ，通过(2)和(3)，则有 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 1
2 2

1 1 1
2 2 2

1 2 2

1 2 2 2
2

, ,
, , , ,

1 1, , ,1 1 1 1
, , ,

1 1

1 11 1

, ,

, , 1 ,

1 ,

L L
t t

L L L
t t t

N

N

K gu h K g h

K g h K gu h gu h K g h g h gu h

u uC t t t
g ht tt g h

γ γ
γ γ γ γ

γ γ γ
γ γ γ

δγ γ γ

ϑ γ γ γ γγ

ϕ γ ϕ γ ϕ γ

ρ ρ

− −− − − −

−

+
−

−

≤ − + + −

     
 ≤ + + +            +  

 

其中 ( ) ( )( )11 1 1g h gu h C uϕ γ ϕ γ γ−− − −− ≤ 。因此， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1,1 1,2 1,3 1,4I g C I g I g I g I g≤ + + + ，
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其中 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2

11 2 2 2 1 21 2 2

1 2

1 2 2 1 21 2 2

1

1,1 1 1 1 11

1

1,2 1 1 1 11

: sup 1 d ;

: sup 1 d

N

g h t
t

N

g
t

t b gu b h f hu u tI g h
gt t t g h

t b gu b h f hu u tI g h
gt t t g h

γ
γ

γ

δ γ γ

γ γ ϑ γ γγ

δ γ γ

γ γ ϑ γ γγ

ρ

ρ

−

−

−

+< −≥

−

+
−≥

   −     = + +        +  

  −    = + +        + 

∫

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

1 2

1 2

11 2 2 2 1 21 2 2

1

2 2 1 21 2 2

1

1,3 1 1 1 11

1,4 1 1 1 11

;

: sup 1 d ;

: sup 1

h t

N

g h t
u t

u t

t b gu b h f hu u tI g h
gt t t g h

t b gu b h f hu u
I g

t t t g h

γ

γ
γ

γ

δ γ γ

γ γ ϑ γ γγ

δ γ

γ γ ϑ γ γγ

ρ−

≥

−

+< −≤ <

+
−≤ <

 
 
 
 
 

   −     = + +        +  

  −  = +    + 

∫

∫

( )
2

11 2

1

d .
N

g h t

t h
gγ

γ

ρ−

−

≥

















     +        
∫

 

若 21 1t γ ≥ ，有 ( )21 1t
δγ −
≤ 。对 ( )1,1I g ，选取 N θη= ，则有 

( ) ( )
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2

11 21 2 2

1
1

1,1 ,
11

2 sup 1 d .n VL H g h t
t

u u tI g b f h h C u u M f g
gt

γ
γ

δ θηγ
δ

ηϑγ
γ

ργ
∞ −

−

−

<
≥

 +   ≤ + ≤ +   
   

∫  

注意到 1 2 1 0γ γ θη− > > ，类似于 ( )1,1I g 能得到 ( ) ( ) ( )( )1
1,2 ,VI g C u u M f gδ

ηγ −≤ + 。 

若 21 1t γ < ，有 ( ) ( ) ( )
2 2 2

11 1 1q
t t t

δ ϑγ γ γ− − − −≤ ≤ 。对 ( )1,3I g ，选取 N θη= ，若 21u t γ≤ ， 211g h t γ− ≤ 且

( )n
cb C H∞∈ ，则有 ( ) ( ) { } 211b gu b h C g h u Ct γ−− ≤ + ≤ 。由 ( )0,1γ ∈ 能得到 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

2 2

11 21 2 2

1 1
1

1,3 ,
11

1sup 1 d .Vg h t
u t

u t tI g C u f h h C u u M f g
g t

γ
γ

θηγ γ
δ δ

ηϑγ
γ

γ ρ −

−

−

<
≤ <

    ≤ + + ≤ +         
∫  

对 ( )1,4I g ，由于 ( )n
cb C H∞∈ ，若 211 ~ 2 , 1,2,jg h t jγ− = �且 21u t γ≤ ，则有 

( ) ( ) { } 211 2 jb gu b h C g h u C t γ−− ≤ + ≤ 。故而有 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( )( )

( ) ( )( )

12 2

11 2 1 21 2 2 2

1 2

1 1

1,4 2 1 111

1
,1

1

1
,

2
sup 1 d

2 2

1

2

,

j

j

g h t j jju t

V
jj

V

t f hu t tI g C u h
g t t

C u u M f g

C u u M f g

γ
γ

θη γγ γ
δ

γ γ ϑγ γ

δ
ηγ γ θη

δ
η

γ ρ

γ

γ

−

−
∞

=≤ <

∞
−

− −
=

−

     ≤ + +          

≤ +

≤ +

∑ ∫

∑

∼

 

其中 ( )1 2 1 0γ γ θη− + > 。这些 ( )1, , 1, 2,3, 4iI i⋅ = 的估计表明 ( ) ( ) ( )( )1
1 ,VI g C u u M f gδ

ηγ −≤ + 。 

最后，估计 ( )2I g 。若 1 2g h γ− < 和 4u γ< ，有 ( ) 1 3 4gu h γ− < 。因此 

( )( ) ( )11 1 1 1gu h g hϕ γ ϕ γ−− − −= = 。这表明 ( ) ( )1 1
2 2

, ,
, , , ,, , 0L L
t tK gu h K g hγ γ

γ γ γ γ= = ，进而有 ( )2 0I g = 。故只需考虑

1 2g h γ− ≥ 。 
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此时，有 ( ) ( ) ( )2 2,1 2,2I g I g I g≤ + ，其中 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1 2 21 2

1 1
1 2 21 2

, ,
2,1 , , , ,2

, ,
2,2 , , , ,2

| |

: sup , , d ;

: sup , , d .

L L
t tg h

t u g

L L
t tg h

t u
g u

I g K gu h K g h b gu b h f h h

I g K gu h K g h b gu b h f h h

γ

γ

γ γ
γ γ γ γγ

ρ

γ γ
γ γ γ γγ

ρ

−

−

≥
< <

<
<
≤

  = − −   
   = − − 

 


∫

∫
 

对 ( )2,1I g ，由 1 2g h u− > ，知 ( ) 1 1~gu h g h− − 。由 ( )21t gγ ρ< 推出 ( ) ( )~g guρ ρ ， ( ) 1u gρ < 和

21 1u t γ > 。进而有 ( ) 1 22 21 1u t u t
γ γγ γ< 。可得 

( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )( ) ( )( )

1 21

1 1 2 21 2

1 2

1 1 21 2

1 2

2,1 1 112

12
2

, ,1
2

sup d
| |

2 2
sup 1 1 d

2

2

j

g h u
t u g

j j

g h u jjt u g

V V
jj

utI g C f h h
g h t

u u u
C f h h

g gu

u
C M f g C u M f g

γ

γ

γ γγ

ϑ γ γ γ
ρ

θη θηγ γ

ϑ γ γ
ρ

η ηγ γ θη

ρ ρ

−

−

+ −−≥
< <

−
∞

+ −
=< <

∞

− −
=

   ≤   
   

     ≤ + +            

≤ ≤

∫

∑ ∫

∑

∼

,

 

其中 1 2 1 0γ γ θη> + > 。接下来，只剩估计 ( )2,2I g 。由 ( )n
cb C H∞∈ 和 1 2 2g h uγ− ≥ > ，有 

( ) ( ) 1b gu b h C g h−− ≤ 和 ( ) 1 1~gu h g h− − 。另外，若 ( )1 2 , 1, 2,lg h g lρ− < = �，通过(1)，有 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )0 0 0 0

1 111 2
k k k l kg C g h g g C gρ ρ ρ ρ

+ +−≤ + ≤ 。从而有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
0 02 2 2 2 2 211 1 1 1 1 121 1 2 1 1 .

NN N N k l kt t t t t tC
gu h g h h g

γ γ γ γ γ γ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

−− − − − +      
+ + + + + ≤ + ≤ +                    

 

取 1 2 1N γ γ= − 并应用(2)，则有 

( )
( )

( )

( ) ( )( )

( )

( )( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

( )

1 2 0 0 2

1 1 21 2

1 2
0 0

11 21 2
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1 1 1

2,2 12 1

| |
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1 2
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2sup 1 d

2 2
sup 1 d

2 2

1

2

l

Nk l k

g h g
t u

g u

k l k l

g h gl llt u
g u

l

t u t tI g C f h h
gg h

u g
C f h h
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C u

γ

γ

γ γ γ

ϑ γ γρ

ρ

γ γ
θη

γ γ θη ϑ ρ

ρ

γ γ

ρ

ρ
ρρ

−

−

−− +

+ −≥ −<
≤

−− + −
∞

− −
=<

≤

−

   ≤ +      

 
  ≤ +     

 

≤

∫

∑ ∫ ∼

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
0 , ,1 1

2
,V Vk

l
M f g C u M f gη ηθη

∞

+ −
=

≤∑

 

其中 ( )1 2 01 1 kγ γ θη− > + 。 ( )2,1I g 和 ( )2,2I g 的估计表明 ( ) ( )( )2 ,VI g C u M f gη≤ 。结合 ( )1I g 和 ( )2I g 的

估计，能得到 ( ) ( ) ( )( ),VI g C u u M f gδ
η≤ + 。由引理 2.4，其中 p η′ ≤ < ∞，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), .p n p np nVL H L HL H
I C u u M f C u u fδ δ

η≤ + ≤ +  

通过 ( )I g 和 ( )II g 的估计，有 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2

,* ,*
, , , ,, , p np n

L L
L HL H

b f u b f C u u fδ
γ γ γ γ γ γ   Φ ⋅ − Φ ⋅ ≤ +    成立。 

因此，我们得到了(7)并完成了证明。 
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定理 4.2 假设 , 2qV B q ϑ∈ > ， ( )( )nb CMO Hρ∈ 且 0θ > ，则 ,*, , 1, 2L
ib T i  =  是 ( )p nL H 上的一个紧

算子。 
证明首先，通过引理 2.8，当 2 2γ α= 且 1 mγ = 时，有 ( ), ,m m L

t tt K g hα∂ 满足条件(2)和(3)。因此，通过定

理 4.1，得出 ,*
1, Lb T  是 ( )p nL H 上的一个紧算子。其次，通过定理 4.1，仅需证 ( ),

, ,L
t tt p g hυ υ α

υ∂ 满足条件(2) 

和(3)。先证 ( ),
, ,L

t tt p g hυ υ α
υ∂ 满足条件(2)。由于 ( ) ( ) ( )2

, 1
, , 40

, e , dL r L
t t t t r

t p g h C t K g h r rα
υ υ α υ υ σ

υ α

∞ − −∂ = ∂∫ ，通过 

引理 2.8 的(1)，对 ( )2 0L Nϑ α α σ> + + > ，有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2, 2 2
, 10

1 2 1
2 0 1

d, e 4 4

e d

1 .

N N NL r
t t

N N Nr
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N N

rt p g h C t r t r g h
r

C g h r r
t

t tC
g h t

ϑ α αυ υ α α α
υ σ

ϑ α α σ
ϑ

ϑ

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

− −∞ −
−

∞ + + −−
+

− −

∂ ≤

≤ +

   
≤       

   

∫

∫ ∫  

另一方面，选取 0L Nα υ σ> − + > ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

, 1
, 2 201 1

, e d .
N NN

N NL r N
t t

t t t tt p g h C g h r r C
g hg h g h

αυ αυ
υ υ α α υ σ

υ ϑ αυ ϑ αυρ ρ
ρ ρ

− −−
∞ − − + −

+ +− −

   
∂ ≤ ≤       

   
∫  

考虑两种情况： 10 t g h−≤ ≤ 和 1t g h−> 。显然地，都能得到 

( ) ( ) ( )
( )

2
,

, 21
, .

N N

L
t t

t t tt p g h C
g h t g h

αυ
υ υ α

υ ϑ αυρ ρ +
−

   
∂ ≤      

    +
 

从而有 ( ),
, ,L

t tt p g hυ υ α
υ∂ 满足条件(2)，其中 2 1γ = 且 1 2γ αυ= 。 ( ),

, ,L
t tt p g hυ υ α

υ∂ 满足条件(3)的证明相似于

( ),
, ,L

tp g hα
υ ，此处省略细节。故得出 ,*

2, Lb T  是 ( )p nL H 上的一个紧算子。 
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