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摘  要 

本文研究的主要内容是具有双约束条件的变分不等式问题。将具有双约束条件的变分不等式看作一类特

殊的优化问题，运用该优化问题的拉格朗日函数的鞍点不等式和投影算子，建立了具有控制过程的二阶

微分方程系统，并证明了该微分方程系统的解的轨迹的聚点是具有双约束条件的变分不等式的解。最后，

运用具有控制过程的二阶微分方程系统求解了两个算例，该数值结果验证了该方法的有效性。 
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Abstract 
In this paper, we consider the second-order differential equation method for solving the varia-
tional inequality with coupling constraints. The variational inequality with coupling constraints is 
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regarded as a special optimization problem. Using the saddle point inequality and projection op-
erator of Lagrange function, the second-order differential equation system with control process is 
established, and it is proved that the convergence point of the solution trajectory of this differen-
tial equation system is the solution of the variational inequality with coupling constraints. Finally, 
two numerical examples are solved by using the second-order differential equation system with 
control process, and the numerical results verify the effectiveness of this method. 
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1. 引言 

本文将研究具有双约束条件的变分不等式问题：求解 v∗ ∈Ω使得到 

( ) ( ), 0,   ,    , 0,F v w v w g v w∗ ∗ ∗− ≥ ∀ ∈Ω ≤                        (1.1) 

其中 ( ) ( ): , , :n n n n mF v g v w∗ℜ →ℜ ℜ ×ℜ →ℜ 是两个映射， nΩ ⊂ℜ 是一个非空闭凸集合。 
具有双约束条件的变分不等式问题出现在许多数学领域中，如下面的双人博弈问题：双约束的双人

博弈问题(1.2)中可以转化为具有双约束条件的变分不等式问题(1.1) 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

1 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1

2 2 1 2 1 1 2 1 1 2 2 2

Arg min , | , , , ,

Arg min , | , , , ,

x f x x g x x g x x v Q

x f x x g x x g x x v Q

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∈ ≤ ∈

∈ ≤ ∈
                 (1.2) 

其中 1 2 1 2, , ,f f g g 都为 1n nℜ ×ℜ →ℜ 上的映射。其中 1f 和 1g 对任意的 2v 在 1v 处是凸的，其中 2f 和 2g 对任

意的 1v 在 2v 处是凸的。通过标准化函数 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2, , , , , , ,v w f x y f y x G v w g x y g y xΦ = + = +             (1.3) 

其中 ( )1 2,v y y= ， ( )1 2,w x x= 且 0 1 2,v w Q Q∈Ω = × 。通过标准化函数问题(1.2)可以转化为如下形式。 
求解 0v∗ ∈Ω 使得 

( ) ( ) ( ){ }0Argmin , | , , 0, .v v w G v w G v v w∗ ∗ ∗ ∗ ∗∈ Φ − ≤ ∈Ω               (1.4) 

如果问题(1.4)和目标函数是可微的，那么它就可以表示成为一个变分不等式问题 

( ) ( ) ( ), , 0,    ,    , , ,w v v w v w G v w G v v∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∇ Φ − ≥ ∀ ∈Ω ≤              (1.5) 

其中 ( ) ( ), ,w w v w
v v v w

=
∇ Φ = ∇ Φ 。 
具有双约束条件的变分不等式问题还出现在许多其他的数学领域中，如：价值均衡问题的最简模型、

拟变分不等式问题以及双层规划问题等。具体可参见 Antipin [1]。 
有限维变分不等式和互补问题的理论研究和算法研究被 Facchinei 和 Pang [2]进行了详细的总结和介

绍，该专著被认为是优化界最有价值的著作，其内容记录了在 nℜ 空间中的研究变分不等式问题和互补问

题的绝大部分重要成果，包括互补问题和变分不等式的稳定性分析、灵敏度分析、数值解法等。但是这
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本专著中没有记录变分不等式的微分方程方法。 
近几年关于求解变分不等式的算法简单介绍如下：Nazemi 和 Sabeghi [3] [4]应用神经网络模型有效的

求解了凸二阶锥约束变分不等式问题。王莉，单峰和王诗云[5]通过运用增广拉格朗日法和非精确半光滑

牛顿法求解了具有约束条件的变分不等式的一类子问题。米特特和方长杰[6]提出了一种惯性次梯度外梯

度方法求解变分不等式问题。Kwelegano，Zegeye 和 Boikanyo [7]研究了一种求解分裂等式变分不等式问

题的近似解法。更多求解变分不等式的方法参阅文献[8]-[13]。 
在 Antipin [1]中提出了一个具有双约束条件的变分不等式。并将原变分不等式问题在一定条件下转

换成鞍点问题。通过应用投影算子，建立一个微分方程系统，即微分方程系统解的聚点就是原问题的解。

应用对称函数的性质，证明了微分方程解的轨迹的收敛性。但是，Antipin [1]并没有给出具体算例说明本

方法的可行性。Antipin [1]通过建立的一阶微分方程系统来求解双约束变分不等式问题。本文将在此基础

上，建立二阶的分方程系统来求解双约束变分不等式问题。 
本文运用微分方程方法求解双约束变分不等式，与传统的微分方程方法或神经网络方法不同的是，

我们直接从投影算子方程组建立微分方程系统，并且不必构造 Lyapunov 函数得到微分方程系统的解的轨

迹的聚点是所研究的变分不等式问题的解。 
本文内容如下：在第二节中会介绍对称函数的定义及其相关性质，这些性质在收敛定理的证明过程

中会起到重要的作用；会将具有双约束条件的变分不等式问题看作一个特殊的优化问题，运用该优化问

题的拉格朗日函数的鞍点不等式和投影算子得到具有双约束条件的变分不等式(1.1)的一系列等价表示；

第三节，运用第二节得到的等价的投影算子方程建立具有控制过程的二阶微分方程系统，并运用对称函

数的性质证明了该二阶微分方程系统的解的轨迹的收敛性；最后，运用具有控制过程的二阶微分方程系

统求解了两个算例，说明了该方法的有效性。 

2. 预备知识 

下面对对称函数的定义和相关性质做如下介绍。 
引理 2.1 [14]：设 H 为 Hilbert 空间，且C H⊂ 是一个闭凸集合。对于给定的 ,z H u C∈ ∈ 满足 

, 0, ,u z v u v C− − ≥ ∀ ∈  

当且仅当 ( ) 0Cu z−Π = 。 
定义 2.1 [1]： ( ), : n n mg v w ℜ ×ℜ →ℜ 称为是对称函数，如果满足下面的关系 

( ) ( ), , ,     ,      .g v w g w v w v= ∀ ∈Ω ∀ ∈Ω                         (2.1) 

与此同时，Antipin [1]也给出了对称函数 ( ),g v w 的下面重要性质。 
性质 2.1 [1]：对称函数 ( ), : n n mg v w ℜ ×ℜ →ℜ 在集合Ω×Ω上关于第一元 v 和第二元 w 的梯度矩阵是

相等的，即 

( ) ( )T T, , ,     .w vg v v g v v v∇ = ∇ ∀ ∈Ω                             (2.2) 

证明：在(2.1)中左边关于第二元 w 和右边关于第一元 v 求导得 

( ) ( )T T, , ,     ,       ,w vg v w g w v v w∇ = ∇ ∀ ∈Ω ∀ ∈Ω  

其中 ( )T ,w g v w∇ 和 ( )T ,v g w v∇ 是 m n× 矩阵，在上式中令 w v= 便得到(2.2)。证毕。□ 
性质 2.2 [1]：对称函数 ( ),

v w
g v w

=
在集合Ω×Ω上梯度 ( )T ,g v v∇ 与 ( )T2 ,w v w

g v w
=

∇ 是相等的，即 

( ) ( )T T2 , , ,     .w v w
g v w g v v v

=
∇ = ∇ ∀ ∈Ω                          (2.3) 
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证明：根据可微的定义有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T, , , , , , , ,v wg v h w k g v w g v w h g v w k o v w h k+ + = +∇ +∇ +               (2.4) 

其中 ( ) 2 2, , , 0o v w h k h k+ → ，当
2 2 0h k+ → 。 

在(2.1)中令 ,w v h k= = ，则再由(2.2)和(2.3)可得 

( ) ( ) ( ) ( )T, , 2 , , ,wg v h v h g v v g v v h o v h+ + = + ∇ +                     (2.5) 

其中 ( ), 0o v h h → ，当 0h → 。则(2.5)是(2.4)的特殊情形，由(2.5)可以知道 ( ),g v v 可以看作是函数

( ),g v w 当 v w= 时的函数，其梯度为 ( )T ,g v v∇ ，从(2.5)可以得到(2.3)成立。证毕。□ 
问题(1.1)可以看作是求解下面的优化问题 

( )
( )

min   ,

s. t.  , 0,

       ,

f w

g v w

w

∗ ≤

∈Ω

                                 (2.6) 

其中 ( ) ( ) ,f w F v w v∗ ∗= − ，且由(1.1)是一类变分不等式可知 ( ) 0f w ≥ ，进一步 *v 是上述优化问题(2.6)
的解。 

可以得到，优化问题(2.6)的拉格朗日函数 

( ) ( ) ( ), , , , , ,     ,     ,mv w p F v w v p g v w w p∗ ∗ ∗ ∗
+= − + ∀ ∈Ω ∀ ∈ℜ             (2.7) 

其中 v∗是原问题的解，w 和 p 分别是原始变量和对偶变量。由于 v∗是 ( )f w 在集合Ω上的最小值点，因

此在一定正则条件下，点 ( ),v p∗ ∗ 为拉格朗日函数 ( ), ,v w p∗ 的鞍点，即满足下面的鞍点不等式 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

, , , , , ,

, , , ,

F v v v p g v v F v v v p g v v

F v w v p g v w

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

− + ≤ − +

≤ − +
             (2.8) 

, .mw p +∀ ∈Ω ∀ ∈ℜ  
鞍点不等式(2.8)可以等价地表示为 

( ) ( ){ }
( ){ }

Argmin , , , | ,

Argmax , , | .m

v F v w v p g v w w

p p g v v p

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗
+

∈ − + ∈Ω

∈ ∈ℜ
                  (2.9) 

如果函数 ( ),g v w 关于第二元 w 是可微的，即 ( ),w g v w∇ 存在，根据(2.8)和(2.9)可以得到下面的变分

不等式组 

( ) ( )
( )

, , 0,     ,

, , 0,      ,

w

m

F v g v v p w v w

g v v p p p

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗
+

+∇ − ≥ ∀ ∈Ω

− − ≥ ∀ ∈ℜ
                    (2.10) 

根据投影算子的定义及引理 2.1，将变分不等式组(2.10)可表示为投影算子方程组 

( ) ( )( )( )
( )( )

, ,

, ,

wv v F v g v v p

p p g v v

α

α

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
Ω

∗ ∗ ∗ ∗
+

= Π − +∇

= Π +
                     (2.11) 

其中 ΩΠ 和 +Π 为到集合Ω和正卦限 m
+ℜ 上的投影， 0α > 是参数。 

下面对变分不等式组(2.10)进行计算，对(2.10)的第一个不等式展开 
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( ) ( )( ), , , 0,    .T
wF v w v p g v v w v w∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗− + ∇ − ≥ ∀ ∈Ω                (2.12) 

如果 ( ),
v w

g v w
=

是凸的和可微的，运用性质 2.2 中的(2.3)，(2.12)的第二项可以写成 

( )( ) ( )( )

( ) ( )

T T1, , , ,
2
1 , , , .
2

wp g v v w v p g v v w v

p g w w g v v

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∇ − = ∇ −

≤ −
                (2.13) 

由(2.13)式代入到(2.10)得到新的变分不等式组 

( ) ( ) ( )
( )

1, , , , 0,      ,
2

, , 0,     .m

F v w v p g w w g v v w

g v v p p p

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗
+

− + − ≥ ∀ ∈Ω

− − ≥ ∀ ∈ℜ
              (2.14) 

注 2.1：经过上述讨论，可以得到当 ( ), : n n mg v w ℜ ×ℜ →ℜ 是对称函数，且 ( ),g v w 关于第二元 w 是

可微的，进一步如果 ( ),
v w

g v w
=

是凸的和可微的，则(2.8)-(2.14)表达式彼此相互等价。 

3. 二阶微分方程方法 

在 Antipin [1]工作的基础上，通过投影算子方程组(2.11)建立具有控制过程的二阶微分方程系统如下 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

2

1 1 0 0 0 02

2

2 2 0 0 0 02

d d , ,     ,    ,
dd

d d , ,     ,    ,
dd

w
v v v v F v g v v p v t v v t v

tt
p p p p g v v p t p p t p

tt

µ β α

µ β α

Ω

+

+ + = Π − +∇ = =

+ + = Π + = =

� �

� �
        (3.1) 

其中 

( ) ( )( )( )
( )( )

, ,

, ,

wv v F v g v v p

p p g v v

α

α

Ω

+

= Π − +∇

= Π +
                           (3.2) 

为控制过程，可以提高二阶微分方程系统轨迹的收敛速度，其中 1 1 2 20, 0, 0, 0µ β µ β> > > > 且 0α > 均

是参数。如果 1 2 0µ µ= = 且 1 2 1β β= = ，这时系统(4.19)可退化为 Antipin [1]中的具有控制过程的一阶微分

方程系统(6.2)，因此具有控制过程的二阶微分方程系统(3.1)和(3.2)是对 Antipin [1]中的一阶微分方程系 

统(6.2)的推广。以下为了书写方便，记
2 2

2 2

d d d d, ,
d dd d

v p v pv p v p
t tt t

= = = =�� �� � �, 。 

假设函数 ( ),
v w

g v w
=

,F和 ( )T ,w v w
g v w

=
∇ 都是Lipschitz连续的，其Lipschitz常数分别为 g ，F 和 ∇ 。 

若当 t →∞时， p 有界，即存在 0 0C > 使得 0p C≤ 。则根据上述条件及投影算子的非扩张性和微分方

程系统(3.1)和(3.2)，得到下面的不等式 

( )( ) ( )( )
( ) ( )

2 2 , ,

, ,

p p p p p g v v p g v v

g v v g v v

g v v

µ β α α

α

α

+ ++ + − = Π + −Π +

≤ −

≤ −

�� �

                (3.3) 

和 

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )

1 1 ,

,

w

w

v v v v v F v g v v p

v F v g v v p

µ β α α

α

Ω

Ω

+ + − = Π − +∇

−Π − +∇

�� �
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

T T

0

, ,

,

w wF v F v g v v p g v v p

F C v v

C v v

α

α

α

≤ − + ∇ −∇

≤ + ∇ −

= −

        (3.4) 

其中 0C F C= + ∇ 。(3.3)和(3.4)在具有控制过程的二阶微分方程系统(3.1)的轨迹的收敛性定理证明过程

中起着重要的作用。 
通过投影算子的定义和引理 2.1 将微分方程系统(3.1)转换成下面的变分不等式组 

( ) ( )( )1 1 1 1, , 0,     ,wv v F v g v v p w v v v wµ β α µ β+ + +∇ − − − ≥ ∀ ∈Ω�� � �� �              (3.5) 

( )2 2 2 2, , 0,      ,mp p g v v y p p p yµ β α µ β ++ − − − − ≥ ∀ ∈ℜ�� � �� �                  (3.6) 

( ) ( )( ), , 0,      ,wv v F v g v v p w v wα− + +∇ − ≥ ∀ ∈Ω                    (3.7) 

( ) +, , 0,      .mp p g v v y p yα− − − ≥ ∀ ∈ℜ                         (3.8) 

下面证明具有控制过程的微分方程系统(3.1)的轨迹的聚点就是具有双约束条件的变分不等式(1.1)的解。 
定理 3.1：假设具有双约束条件的变分不等式(1.1)的解集非空，映射 : n nF ℜ →ℜ 是单调的和 Lipschitz

连续的，其 Lipschitz 常数为 F ，映射 : n n mg ℜ ×ℜ →ℜ 是对称函数，且关于第二元 w 对任意 v 是可微的， 
且 ( ),

v w
g v w

=
是凸的， ( ),

v w
g v w

=
和 ( )T ,w v w

g v w
=

∇ 都是 Lipschitz 连续，其 Lipschitz 常数分别为 g 和 ∇ 。

假设当 t →∞ 时， ( ) 0p t C≤ ，及当 t →∞ 时， ( )p t ， ( )p t� 有界， nΩ ⊆ℜ 是非空闭凸集合。当

2
2 2

1 1 1 21 ,0
2
β

β µ β µ< < < < < 和
22

10
2C g

α< <
+

时，其中 0C F C= + ∇ ，具有控制过程的二阶微分方

程系统(3.1)的轨迹的聚点是具有双约束条件的变分不等式(1.1)的解。 
证明：在(3.5)中令 w v∗= ，在(3.7)中令 1 1w v v vµ β= + +�� �分别得到 

( ) ( )( )1 1 1 1, , 0wv v F v g v v p v v v vµ β α µ β∗+ + +∇ − − − ≥�� � �� �                 (3.9) 

和 

( ) ( )( ) 1 1, , 0.wv v F v g v v p v v v vα µ β− + +∇ + + − ≥�� �                  (3.10) 

对(3.10)式子展开得到 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

, ,

, , ,

, , , 0.

w

w w

v v v v v v F v v v v v

F v F v v v v v g v v p v v v v

g v v p g v v p v v v v

µ β α µ β

α µ β α µ β

α µ β

− + + − + + + −

− − + + − + ∇ + + −

− ∇ −∇ + + − ≥

�� � �� �

�� � �� �

�� �

         (3.11) 

由内积与范数的关系及(3.4)，(3.11)计算后可以得到 

( )
( )

1 1 1 1

22 2
1 1

, ,

, , 0.w

v v v v v v F v v v v v

g v v p v v v v C v v

µ β α µ β

α µ β α

− + + − + + + −

+ ∇ + + − + − ≥

�� � �� �

�� �
               (3.12) 

将(3.9)和(3.12)相加可得 

( )

( )( )
1 1 1 1 1 1

2T 2 2

, , ,

, , 0.w

v v v v v v v v v v v v F v v v

p g v v v v C v v

µ β µ β µ β α

α α

∗ ∗

∗

+ − − − + − + + − + −

+ ∇ − + − ≥

�� � �� � �� �
       (3.13) 
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由于映射 : n n mg ℜ ×ℜ →ℜ 是对称函数，且 ( ),
v w

g v w
=

是凸的，根据性质 2.2 的(2.3)，(3.13)的第四项

可以转化为 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )T T1 1, , , , , , , .
2 2wp g v v v v p g v v v v p g v v g v v∗ ∗ ∗ ∗∇ − = ∇ − ≤ −         (3.14) 

将(3.14)代入(3.13)后可得 

( )

( ) ( )

1 1 1 1 1 1

22 2

, , ,

, , , 0.
2

v v v v v v v v v v v v F v v v

p g v v g v v C v v

µ β µ β µ β α

α α

∗ ∗

∗ ∗

+ − − − + − + + − + −

+ − + − ≥

�� � �� � �� �
          (3.15) 

令(2.10)中第一式 w v= 然后加到(3.15)中得 

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1

22 2

, ,

, , , , 0.
2

v v v v v v v v v v v v

F v F v v v p p g v v g v v C v v

µ β µ β µ β

αα α

∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

+ − − − + − + + −

+ − − + − − + − ≥

�� � �� � �� �
        (3.16) 

在(3.6)中令 y p∗= ，在(3.8)中令 2 2y p p pµ β= + +�� �分别得到 

( )2 2 2 2 2 2, , , 0p p p p p p g v v p p p pµ β µ β α µ β∗ ∗+ − − − − − − − ≥�� � �� � �� �             (3.17) 

和 

( ) ( )
( )

2 2 2 2

2 2

, , , ,

, , 0.

p p p p p p g v v g v v p p p p

g v v p p p p

µ β α µ β

α µ β

− + + − + − + + −

− + + − ≥

�� � �� �

�� �
             (3.18) 

利用定理中的 Lipschitz 条件，运用(3.3)对上式中的第二项进行计算得到 

( ) 2 22
2 2 2 2, , , 0.p p p p p p g v v p p p p g v vµ β α µ β α− + + − − + + − + − ≥�� � �� �  

将上式和(3.18)相加得到 

( )
2 2 2 2 2 2

2 22

, ,

, , 0,

p p p p p p p p p p p p

g v v p p g v v

µ β µ β µ β

α α

∗

∗

+ − − − + − + + −

− − + − ≥

�� � �� � �� �
               (3.19) 

由于 ( ) ( ), , 0, , , 0p g v v p g v v∗ ∗ ∗ ∗ ∗≤ = ，则(3.19)式可以得到 

( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2 22

1 1, ,
2 2

1, , , 0.
2 2

p p p p p p p p p p p p

g v v g v v p p g v v

µ β µ β µ β

α α

∗

∗ ∗ ∗

+ − − − + − + + −

+ − − + − ≥

�� � �� � �� �
             (3.20) 

将(3.16)和(3.20)相加，又因为 ( )F x 是单调的映射，则有 

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2

2 22 2
2 2

1, , ,
2

1 1, 0.
2 2

v v v v v v v v v v v v p p p p p p

p p p p p p g C v v

µ β µ β µ β µ β µ β

µ β α

∗ ∗+ − − − + − + + − + + − − −

 + − + + − + + − ≥ 
 

�� � �� � �� � �� � �� �

�� �
 

2 22 2
1 1 1 1 1 1

2 22 2 2 2
2 2 2 2

2 2 22 2

1 1, , ,
2 2

1 1 1, , ,
4 2 4 2 2
1 1 1 0.
4 2 2

v v v v v v v v v v

p p p p p p p p p p

p p C g v v

µ µ β β µ β

µ β
µ µ β β

α

∗ ∗

∗ ∗

+ + + − + −

+ + + + − + −

  + − + − + − ≤  
  

�� � �� � �� �

�� � �� � �� �           (3.21) 

https://doi.org/10.12677/pm.2022.125092


陈星旭 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2022.125092 821 理论数学 
 

由下面关系 
2 2 22 2
2

1 d 1 d 1 d, , , , , ,
2 2 d 2 dd

v v v v v v v v v v v v v v
t tt

∗ ∗ ∗ ∗− = + − = − = −� �� � � �� �  

2 2 22 2
2

1 d 1 d 1 d, , , , , .
2 2 d 2 dd

p p p p p p p p p p p p p p
t tt

∗ ∗ ∗ ∗− = + − = − = −� �� � � �� �  

对(3.21)继续计算得到 

( )
22 2 2 2 2 221 1 1 1 1

1 12

2 22 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2
22

2 2 22 2

d d d 1
2 2 d 2 d 2 2d

d d d 1
4 4 d 4 d 2 2 4d

1 1 1 0.
2 2 4

v v v v v v v
t tt

p p p p p p p
t tt

C g v v p p

µ β µ β µ
β µ

µ β µ β β µ
µ

α

∗ ∗

∗ ∗

− + − + + − +

 
+ − + − + + − + 

 
  + − + − + − ≤  

  

� � ��

� � ��         (3.22) 

根据已知条件 2
1 10 µ β< < ，

2
2

20
2
β

µ< < ，
22

10
2C g

α< <
+

，因此 2
1 1 0β µ− > ，

2
2

2 0
2
β

µ− > 和

22 21 1 0
2 2

C gα  − + > 
 

。 

在(3.22)中，令 ( ) ( )
2 21 1,

2 4
v v v p p pφ ψ∗ ∗= − = − ，并对(3.22)各项从 0t 到 t 进行积分得 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0

0 0

0 0

2
2 2 221 1 1

1 1 1 1

2 2
2 2 22 2 2 2

2 2 2

2 2 22 2

d 1 d d
d 2 2 2

d 1 d d
d 4 2 2 4

1 1 1d d ,
2 2 4

t t

t t

t t

t t

t t

t t

v v v v v
t

p p p p p
t

C g v v p p B

µ β µ
µ φ β φ β µ τ τ

µ β β µ
µ ψ β ψ µ τ τ

α τ τ

+ + + − +

 
+ + + + − + 

 
  + − + − + − ≤  

  

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

� � ��

� � ��          (3.23) 

其中 B 为常数如下表示 

( ) ( ) ( ) ( )2 21 1 2 2
1 0 1 0 0 2 0 2 0 0

d d .
d 2 d 4

B v v v p p p
t t

µ β µ β
µ φ β φ µ ψ β ψ= + + + + +� �  

由于已知当 t →∞时， ( )p t 和 ( )p t� 有界，而 

( )d , ,
d

p p p p p p p
t
ψ ∗ ∗= − ≤ −� �  

因此 ( )d
d

p
t
ψ 是有界的。根据(3.23)可知，存在常数 1B 使得 

( ) ( )1 1 1
d ,
d

v v B
t

µ φ β φ+ ≤                               (3.24) 

对(3.24)式又可以写作 

( )
1 1

1 1
1 1

de e ,
d

t t
v B

t

β β
µ µµ φ

−  
  ≤
 
 

 

即 
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( )
1 1

1 1
1

1

d 1e e ,
d

t t
v B

t

β β
µ µφ

µ

 
  ≤
 
 

                              (3.25) 

对(3.25)两边从 0t 到 t 进行积分得 

( )
1 1

1 11
1

1

e e ,
t tBv C

β β
µ µφ

β
≤ +  

其中 1C 为常数。进一步整理得 

( )
1

11
1

1

e .
tBv C

β
µφ

β

−

≤ +                                 (3.26) 

显然，(3.26)表明当 t →∞时， ( )vφ 有界。由于函数 ( )
21

2
v v vφ ∗= − ，显然轨迹 ( )v t 也是有界的。

存在常数 2B ， 

( ) 2 .v t v B∗− ≤                                   (3.27) 

下证
0

2 d
t

t
v τ < ∞∫ �� ，

0

2 d
t

t
v τ < ∞∫ � ，

0

2 d
t

t
p τ < ∞∫ �� ，

0

2 d
t

t
p τ < ∞∫ � ，

0

2 d
t

t
v v τ− < ∞∫ ，和 

0

2 d
t

t
p p τ− < ∞∫ 成立。 

首先证明 v� 是有界的。由不等式(3.23)得 

( ) ( ) 21 1
1 1 3

d .
d 2

v v v B
t

µ β
µ φ β φ+ + ≤�                           (3.28) 

其中 3B 为常数。 

由于 ( )
21

2
v v vφ ∗= − ，而 ( ) *d ,

d
v v v v

t
φ = −� ，又因为 

2 221 1 1, ,
2 2 2

v v v v v v v v v∗ ∗ ∗− = − − − + + −� � �  

则不等式(3.28)可以化简为， 

( ) ( )
2 21

1 1 1 3
1 1 .
2 2

v v v Bµ
β µ β∗− − + − ≤�                       (3.29) 

由于 1 11 β µ< < ，在由(3.27)可以得到 v� 是有界的，可以表示如下 

( ) ( ) ( )
221

1 3 1 1 3 1 1 2
1 11 .

2 2 2
v B v v B Bµ

β µ β µ β∗− ≤ + − − ≤ + −�              (3.30) 

由于 v� 是有界的，且 ( )d ,
d

v v v v v v v
t
φ ∗ ∗= − ≤ −� � ，因此 ( )d

d
v

t
φ 有界，根据(3.23)存在常数 4B 有 

( )
0 0 0 0

0 0

2 2 2
2 2 2 22 1 2 2

1 1 2

2 2 22 2
4

1 1d d d d
2 2 2 2 4

1 1 1d d ,
2 2 4

t t t t

t t t t

t t

t t

v v p p

C g v v p p B

µ β µ
β µ τ τ µ τ τ

α τ τ

 
− + + − + 

 
  + − + − + − ≤  

  

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

� �� � ��

        (3.31) 

由不等式(3.31)可得：当 t →∞时，下式成立 
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0 0 0

0 0 0

2 2 2

2 2 2

d , d , d ,

d , d , d .

t t t

t t t

t t t

t t t

v v p

p v v p p

τ τ τ

τ τ τ

< ∞ < ∞ < ∞

< ∞ − < ∞ − < ∞

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

�� � ��

�
 

假设存在一个常数 0ε > ，对所有的 0t t≥ 有， ( )v t ε≥�� ， ( )p t ε≥�� ， ( )v t ε≥� ， ( )p t ε≥� ，

( ) ( )v t v t ε− ≥ 和 ( ) ( )p t p t ε− ≥ 成立，这和上式的积分收敛矛盾。因此必存 t 的子序列 it ，当 i →∞时，

( ) 0iv t →�� ， ( ) 0ip t →�� ， ( ) 0iv t →� ， ( ) 0ip t →� ， ( ) ( ) 0i iv t v t− → 和 ( ) ( ) 0i ip t p t− → 成立。又因

为已证得 ( )v t 和 ( )p t 都是有界的，可知 ( )iv t 和 ( )ip t 也是有界的。取 it 的子序列
jit ，则必存在 v′和 p′，

当 j →∞时， ( )jiv t v→ ′， ( )jip t p→ ′，且依然有 ( ) 0
jiv t →�� ， ( ) 0

jip t →�� ， ( ) 0
jiv t →� ， ( ) 0

jip t →� ，

( ) ( ) 0
j ji iv t v t− → 和 ( ) ( ) 0

j ji ip t p t− → 成立。 
在微分方程系统(3.1)和(3.2)中取

jit ，当 j →∞时得到 

( ) ( )( )( )
( )( )

, ,

, ,

wv v F v g v v p

p p g v v

α

α

Ω

+

′ ′ ′ ′ ′ ′= Π − +∇

′ ′ ′ ′= Π +
 

上式与(2.11)一致，这就说明 v′是具有双约束条件的变分不等式(1.1)的解。证毕。 

4. 数值结果 

本节，我们将通过具有控制过程的二阶微分方程系统(3.1)求解两个具有双约束条件的变分不等式，

以验证该方法的有效性。应用 Matlab R2019a 软件进行计算。在求解的过程中, 所采用的具体算法是微分

方程求解函数 ode45，这个函数采用的是四阶五级的 Runge-Kutta 方法。计算机的配置为：CPU Intel(R) 
Core(TM) i7-7700HQ @2.80 GHz；内存为 16.0 GB。 

例 1 考虑双约束变分不等式问题 

( ) ( )3, 0,     ,     , 0,F v w v w g v w− ≥ ∈ℜ ≤                        (4.1) 

其中 

( ) ( )
2 3

2 2 2 2 2 2
1 3 1 2 3 1 2 3

1 2

1 1 1 1,     , 2 2 48.
2 2 2 2

v v
F v v v g v w v v v w w w

v v

− 
 = − = + + + + + − 
 − 

 

其解为 ( )T* 4.0000,2.8200.2.0000v = 。 
图 1描绘了具有双约束变分条件的不等式问题(4.1)的具有控制过程的二阶微分方程系统(4.19)的轨迹

随时间的变化关系，其中该图的曲线是微分方程系统(3.1)的轨迹从三个不同的初始点生成。微分方程系

统(3.1)的轨迹 ( )T
1 2 3, ,v v v v= 收敛于点 ( )T* 4.0000,2.8284.2.0000v = ，即问题(4.1)的近似解。 

例 2 考虑双约束变分不等式问题 

( ) ( )2, 0,   ,    , 0,F v w v w g v w− ≥ ∈ℜ ≤                          (4.2) 

其中， 

( ) ( )
1 2

1 2 1 2
2 1

cos cos
12 12 6 3 3, , 2 2 .

2 2
sin sin

16 16 12

v v

F v g v w v v w w
v v

    
    

    = = − + − +
    − 

π ππ

π π
  

   

π



 

其解为 ( )T* 3.0000, 4.0000v = − − 。 
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Figure 1. Trajectories convergence of the second-order differential equation sys-
tem with the control process (3.1) for solving problem (4.1) 
图 1. 问题(4.1)的具有控制过程的二阶微分方程系统(3.1)的轨迹的收敛性 

 
图 2 描绘了具有双约束变分条件的不等式问题(4.2)的具有控制过程的二阶微分方程系统(3.1)的轨迹

随时间的变化关系，其中该图的曲线是微分方程系统(3.1)的轨迹从三个不同的初始点生成。微分方程系

统(3.1)的轨迹 ( )T
1 2,v v v= 收敛于点 ( )T* 2.9994, 3.9992v = − − ，即问题(4.2)的近似解。 

 

 
Figure 2. Trajectories convergence of the second-order differential equation sys-
tem with the control process (3.1) for solving problem (4.2) 
图 2. 问题(4.2)的具有控制过程的二阶微分方程系统(3.1)的轨迹的收敛性 

https://doi.org/10.12677/pm.2022.125092


陈星旭 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2022.125092 825 理论数学 
 

5. 结论 

本文首先介绍了双约束条件的对称函数的定义和性质，将具有双约束条件的变分不等式看作一类特

殊的优化问题，利用其拉格朗日函数和投影算子的定义和性质，得到了双约束变分不等式的等价投影算

子方程组。在通过该算子方程组建立了求解具有双约束条件的变分不等式的具有控制过程的二阶微分方

程系统，并证明了该二阶微分方程系统的聚点是具有双约束条件的变分不等式的解。二阶微分方程系统

的建立后，与 Antipin [1]不同，本文给出了两个算例说明该方法的有效性。 
此外，运用本微分方程方法可以用来求解优化问题、不动点问题等也是一个值得研究的方向。 
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