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摘  要 

设f是非常数亚纯函数， ( ),nP z f 是关于f的一类线性位移多项式， β 是f的小函数。本文借助差分形式的

Nevanlinna值分布理论，研究了f与 ( ) ( ),nP z f z− β 的特征函数之间的关系、 ( ),nP z f 与 ( ) ( ),nP z f z− β
的亏量等值分布性质，部分地推广了现有的一些结果。 
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Abstract 
Let f be a nonconstant meromorphic function, ( ),nP z f  be a shift polynomial of f, β  be a small 
function with respect to f. With the help of difference version of Nevanlinna theory, some existing 
results could be partially generalized through studying the value distribution properties of 

( ),nP z f , such as the relationship between the characteristic functions of f and ( ) ( ),nP z f z− β , 

the deficiencies of ( ),nP z f  and ( ) ( ),nP z f z− β . 
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1. 引言 

诞生于上世纪 20 年代，以第一、第二基本定理为重要基础的 Nevanlinna 亚纯函数值分布理论，经过

国内外几代数学工作者的接续努力，已拓展出众多研究方向，不断丰富着复分析、函数论的内涵。以微

分算子的值分布为例，国内外不少学者已做过大量意义深远的研究，并收获了一系列经典结果[1] [2] [3] 
[4] [5]。 

2006 年和 2008 年，Halburd 和 Korhonen，Chiang 和 Feng 分别研究了有限级亚纯函数的增长性，得

到了两组差分形式的对数导数引理[6] [7]。随后学者们借助此工具将 Nevanlinna 理论中许多重要结果推广

成差分形式[8]-[17]，完善了复域差分的值分布理论。 
设 f 是复平面�上的一个亚纯函数，本文将采用 Nevanlinna 值分布理论的基本概念与标准符号[3] [5] 

[18]，如 f 的特征函数 ( ),T r f 、均值函数 ( ),m r f 、计数函数 ( ),N r f 等。 
现将后文出现的一些符号作简要说明。设 { }0c∈� ，记 ( ) ( )0 f z f z∆ = ，定义 f 的(向前)差分为 

( ) ( ) ( )f z f z c f z∆ = + − , ( ) ( ) ( )2 f z f z c f z∆ = ∆ + − ∆ , 

( ) ( ) ( )1 1n n nf z f z c f z− −∆ = ∆ + − ∆ , ( )1,2,n = � , 

分别称为 f 的 1 阶、2 阶、n 阶差分。 
非常数亚纯函数 f 的级与下级分别记为 ( )fσ 与 ( )fµ ，f 的零点收敛指数、极点收敛指数分别记为

( )fλ 与 ( )1 fλ 。 

若对亚纯函数 s，有 ( ) ( )( ), ,T r s o T r f= ， r →∞且 r E∉ ，其中 E 是个对数测度有限的集合，即

d
E

t t < ∞∫ ，则称 s 为 f 的小函数。记 f 的所有小函数构成的集合为 ( )S f 。 

注 1 在本文中，不同地方出现的 E 未必是相同的集合，但均表示对数测度有限的例外集。 
设 { }a∈ ∪ ∞� ，记 

( ) ( ) ( )

1

lim l

1,
im

,
, inf 1 sup

, ,r r

m r N r
f a f a

a f
T r f T r f

δ
→∞ →∞

   
   − −   = = − . 

若 ( ), 0a fδ > ，则称 a 是亚纯函数 f 的一个亏值 (Nevanlinna 例外值 )，并称 ( ),a fδ 为亏量。若

( ) ( )f a fλ σ− < ，则称 a 为 f 的一个 Borel 例外值。若 a = ∞，则上述记号中的
1,m r

f a
 
 − 

，
1,N r

f a
 
 − 

，

( )f aλ − 分别为 ( ),m r f ， ( ),N r f ， ( )1 fλ 。 

对于整函数 f，用 ( ),M r f 来表示它在圆周 z r= 上的最大模。设 ( )0 fσ σ< = < ∞，定义 f 的型为
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( ) ( )
lim

log ,
sup

r

M r f
f

rσ
τ

→∞
= 。 

近年来，一些学者研究了亚纯函数 f 与其差分算子 n f∆ 之间的关系，并在 n f∆ 的零点、极点的值分

布性质、亏量关系等方面做了不少工作[8] [9] [11] [12] [19] [20] [21]。 
2014 年，蓝双婷、陈宗煊[19]证明了如下定理： 
定理 A 设 c 是一个非零有穷复数，f 是复平面�上的一个有限级亚纯函数且具有两个 Borel 例外值

,a b∈�。假设以下任一条件成立： 
i) ( ) 2fσ ≥ ； 

ii) ( ) 2fσ < ，且 a 和 b 都不是 f 的 Picard 例外值。 

则对于每一个整数 2n ≥ ，有 ( ) 20,
1

n f
n

δ ∆ =
+

和 ( ), 0n fδ ∞ ∆ = 。 

定理 B 设 c 是一个非零有穷复数，f 是复平面�上的一个有限级亚纯函数且具有两个 Borel 例外值

a∈�和∞。则对于每一个正整数 n，有 ( ) ( )0, , 1n nf fδ δ∆ = ∞ ∆ = ，除非 f 和 c 满足： ( ) ( )edzf z a p z= + ，

其中 ( )( )0p z ≡/ 是次数小于 n 的多项式， { }0d ∈� ，且对某个 k ∈�有 2cd k i= π ，这里 i 是虚数单位。 

文献[19]也指出了明显的事实：在定理 A 的条件下，0 是 n f∆ 仅有的一个 Nevanlinna 例外值；在定

理 B 的条件下，0 和∞是 n f∆ 的两个 Borel 例外值。 
本文将研究线性位移多项式 

( ) ( ) ( ) ( )1 0, :n nP z f f z nc f z c f zα α α= + + + + +�                     (1.1) 

的增长性、亏量及
( ),nP z f
f

的极点收敛指数，其中 { }0c∈� ， { }( )0 0,1, ,k k nα ∈ =� � 且满足

0 0n
kk α

=
=∑ 。 

本文剩余部分的结构如下：第二节是对主要结果的介绍、分析与说明；第三节给出的是在证明主要

结果时所需的辅助性引理；第四节完整呈现了主要结果的证明过程。 

2. 主要结果 

本文的主要结论如下： 
定理 1 设 f 是复平面�上具有两个 Borel 例外值 ,a b∈�的有限级亚纯函数， 

( ) ( ) ( ): ,n nG z P z f zβ= − ,                              (2.1) 

其中 ( ),nP z f 如(1.1)所定义，且 ( )( ) ( )0,z S fβ ≡ ∞ ∈/ 。假设 f 还满足以下任一条件： 

i) ( ) 2fσ ≥ ； 

ii) ( ) 2fσ < ，且 a 和 b 都不是 f 的 Picard 例外值。 

则对于任一 { }1n +∈�  ，下述结论成立： 

1) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), 1 , ,nT r G z n T r f o T r f= + + ， r E∉ ； 

2) ( )0, 0nGδ = ， ( )( ) 20, ,
1nP z f

n
δ =

+
， ( ) ( )( ), , , 0n nG P z fδ δ∞ = ∞ = ； 

3) 
( ) ( )

,n

f f
P z f

λ σ
 

=  
 

。 

注 2 结论 2)表明，在本定理的条件下，0 是 ( ),nP z f 唯一的亏值。 
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定理 2 设 f 是复平面�上具有两个 Borel 例外值 a∈�和∞的有限级亚纯函数，且∞不是 f 的 Picard
例外值。 ( ),nP z f ， ( )nG z 分别如(1.1)，(2.1)所定义。则对于任一 n +∈� ，下述结论成立： 

1) ( ) ( ) ( )( ), , ,nT r G T r f o T r f= + ， r E∉ ； 

2) ( )0, 0nGδ = ， ( )( ) ( )( ) ( )0, , , , , 1n n nP z f P z f Gδ δ δ= ∞ = ∞ = ； 

3) 0a ≠ 时，
( ) ( )

,n

f f
P z f

λ σ
 

=  
 

。 

注 3 结论 2)表明，在本定理的条件下，0 和∞是 ( ),nP z f 仅有的两个亏值，也是 ( ),nP z f 仅有的两个

Borel 例外值。 
注 4 从后文的证明知道，定理 1 和定理 2 的条件都保证了 ( ), 0nP z f ≡/ 。 
下面的例子满足定理 1 的条件与结论。 

例 1 设 2c = ， ( )
2

2

e
e

z

z
f z ω

ω τ
=

+
，其中 { }, 0ω τ ∈� ，则 ( ) 2fσ = ，且 0，1 是 f 的两个 Borel 例外

值。任取 0α ， 1α ， 2α 满足 0 1 2 0α α α+ + = ，经计算可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )( )

2

2 2 22 2 1 0 4 4 8 16

e
, 2

e e e

z

z z z z z

U z
P z f f z c f z c f z

ωτ
α α α

ω τ ω τ ω τ+ + + +
= + + + + =

+ + +
, 

其中 ( ) ( ) ( )2 8 16 4 12 4 4 8 16 4 4
1 2 0 2 0 1 2 1 0e e e e e ez z z z z zU z ω α α α α α α τα τα τα+ + + + + = + + + + + + + +  。由于

2
ez 、ez 的

级分别为 2、1，且它们都是正规增长的函数，我们有 ( ) ( )( )2
, e ,ez zT r o T r= 。显然 ( ) 0U z ≡/ ，利用涉及 

小函数的 Nevanlinna 第二基本定理和 Valiron-Mohon'ko 定理，不难得出 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2

2

1 1, , , e ,e
,

z zN r N r T r o T r
P z f U z

   
= = +      

   
, 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )2 2

2 2 22 4 4 8 16

1, , , 3 ,e ,e
e e e

z z

z z z z z
N r P z f N r T r o T r

ω τ ω τ ω τ+ + + +

 
 = = + 

+ + + 
 

, 

( )( ) ( ) ( )( )2 2

2, , 3 ,e ,ez zT r P z f T r o T r= + . 

于是， ( )( )20, , 2 3P z fδ = ， ( )( )2, , 0P z fδ ∞ = 。 

以下例子表明，在定理 1 的 ii)中，条件“a，b 都不是 f 的 Picard 例外值”不能减弱。 

例 2 设 ( ) e
e

z

zf z
z

ω
ω τ

=
− +

， 4c i= π ，其中 { }, 0ω τ ∈� ，i 是虚数单位。则 0，1 是 f 的两个 Borel

例外值，且 0 是 f 的一个 Picard 例外值，1 不是 f 的 Picard 例外值。取 ( )1 n k k
k nCα −= − ，其中 k

nC 为二项式

系数，即
( )

!
! !

k
n

nC
k n k

=
−

， ( )0,1, ,k n= � 。用数学归纳法易得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )0

0

4 ! e
, 1

e 4

n zn n kn k
n n n

zk

k

i n
P z f f z C f z kc

z k i

ω

ω τ

−

=

=

π
= ∆ = − + =

− + − π
∑

∏
. 

明显地，此时 ( ),nP z f 没有零点，而 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), , 1 ,e ,ez z
nT r P z f n T r o T r= + + ，因此 
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( )( ) 20, , 1
1nP z f

n
δ = ≠

+
， { }1n +∈�  。 

3. 重要引理 

以下是证明本文的主要结果时需要用到的引理。 
引理 3.1 [6]设 f 是复平面�上一个有限级非常数亚纯函数， { }0c∈� 是个常数。则 

( )
( ) ( )( ), ,

f z c
m r o T r f

f z
 +

=  
 

, r E∉ . 

引理 3.2 [7] [22] 设 f 是复平面�上一个有限级非常数亚纯函数， { }0c∈� 是个常数。则 

( )( ) ( ) ( )( ), , ,T r f z c T r f o T r f+ = + , r E∉ ; 

( )( ) ( ) ( )( ), , ,N r f z c N r f o T r f+ = + , r E∉ . 

引理 3.3 [3] [23]设 f 是复平面�上一个亚纯函数， ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 0

1 0

,
n

n
m

m

a z f z a z f z a z
R z f z

b z f z b z f z b z

+ + +
=

+ + +

�

�
 

是关于 f 的不可约有理函数，其中系数 ( ),i ja b S f∈ ( )0,1, , ; 0,1, ,i n j m= =� � 。则有 

( )( )( ) { } ( ) ( )( ), , max , , ,T r R z f z m n T r f o T r f= + , r E∉ . 

引理 3.4 [13]设 ( )1,2, ,k k nω = � 是互异的非零常数， ( )( )1,2, ,kA z k n= � 是有限级整函数。若在具有

最大极 ( ){ }max ,0kA k nσ σ= ≤ ≤ 的这些系数中仅有一项系数具有最大型，则方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 0n nA z f z A z f z A z f zω ω+ + + + + =�  

的任一非零亚纯解 ( )f z 满足 ( ) 1fσ σ≥ + 。 

引理 3.5 [11] 设 { }0c∈� ， ( )( )1,2, ,kP z k n= � 是满足 0 0nP P ≡/ 和 

( ) { }0deg max deg : 0,1, , 1n jP P P j n+ + = = ≥� �  

的多项式。则对于方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 0nP z f z nc P z f z c P z f z+ + + + + =�                    (3.1) 

的任一有限级非零亚纯解 ( )f z ，有 ( ) 1fσ ≥ 。 
引理 3.6 [10] [19]设 ( )( )1,2, ,kP z k n= � 是满足 0 0nP P ≡/ 的多项式。则对于方程(3.1)的至少具有一个极

点(从而有无穷多个极点)的亚纯解 ( )f z ，有 ( ) 1fσ ≥ 。 

引理 3.7 [19] 设 h 是满足 ( ) ( )( )1, , ,N r h N r o T r h
h

 + = 
 

的非常数亚纯函数。又设 

1
1 1 0

p p
p pf a h a h a h a−

−= + + + +� , 

其中 ( )ja S h∈ ( )0,1, ,j p= � 满足 0 0pa a ≡/ 。则 ( ) ( )( )1, , ,N r pT r h o T r h
f

 
= + 

 
。 

4. 定理的证明 

4.1. 定理 1 的证明 

令 
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( ) ( )
( )

f z a
g z

f z b
−

=
−

,                                  (4.1) 

由 ,a b∈�是 f 的两个 Borel 例外值可知，0 和∞是亚纯函数 g 的两个 Borel 例外值。利用 Hadamard
分解定理将 g 分解为 

( ) ( ) ( )eh zg z p z= ,                                  (4.2) 

其中 p 是个满足 

( ) ( ) ( ), 1maxp g g
g

σ λ λ σ
   = <  
   

                          (4.3) 

的亚纯函数，h 是个满足 ( ) ( )deg h g fσ σ= = 的多项式。 

依定理条件，以下我们将对 f 的级进行分类讨论。 
情形 1： ( ) 2fσ ≥ ，此时 deg 2h ≥ 。 
1) 证明对任意的 { }1n +∈�  ，有 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), 1 , ,nT r G z n T r f o T r f= + + ， r E∉ 。 

根据(4.2)，对任意的 { }0,1, ,k n∈ � ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )e e e eh z kc h z kc h z h z h z
kg z kc p z kc p z kc a z+ + −+ = + = + = ,            (4.4) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )eh z kc h z
ka z p z kc + −= + , ( )0,1, ,k n= �                       (4.5) 

若 ( ) 0ka z ≡ ，则 ( ) 0p z ≡ ，从而 ( ) 0g z ≡ ，矛盾。因此 ( ) 0ka z ≡/ ( )0,1, ,k n= � 。结合(4.3)，(4.5)与
引理 3.2 得 

( ) ( )( ), , eh
kT r a o T r= ( )0,1, ,k n= � , r E∉ .                      (4.6) 

按文献([19]，定理 1.1)的方法可证明 g 不是周期函数，所以 ( ) ( )g z kc g z jc+ ≡ +/ ， 

k j≠ ( ), 0,1, ,k j n= � 。又由(4.4)可知， 

( ) ( )k ja z a z≡/ , k j≠ ( )0,1, , ; 0,1, ,k n j n= =� � .                    (4.7) 

(4.1)式蕴含着 

( ) ( ) 1
b af z b

g z
−

= +
−

,                                 (4.8) 

将此式代入 ( ),nP z f 的表达式，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )( )

( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

0 0 0

0 00, 0,

0 0

1,
1 1

1 e 1
( ) .

1 e 1

n n n

n k k k
k k k

n nn n
h z

k k j
k kj j k j j k

n n
h z

k
k k

b aP z f f z kc b b a
g z kc g z kc

g z jc a z
b a b a

g z kc a z

α α α

α α

= = =

= == ≠ = ≠

= =

   −
= + = + = −      + − + −   

+ − −
= − = −

+ − −

∑ ∑ ∑

∑ ∑∏ ∏

∏ ∏

        (4.9) 

现将上式右端分式的分子部分改写为关于 eh 的多项式如下： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 0

0 0,
e 1 e e e

nn
h z nh z n h z h z

k j n n
k j j k

a z b z b z b z b zα −
−

= = ≠

− = + + + +∑ ∏ � ,      (4.10) 
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其中 ( ) ( )0
0

1 0
nn

k
k

b z α
=

= − =∑ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1

0 0, 0 0 0 0
1 1 1 1

n n n n n nn n n n
k j k j k k k k

k j j k k j k k
b z a z a z a z a zα α α α− − −

= = ≠ = = = =

= − = − − − = −∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ , (4.11) 

( ) ( ) ( ) ( )0 00, 0

1n nn n

n k j j k
k kj j k j k

b z a z a z
a z

α α
= == ≠ =

 
= =  

 
∑ ∑∏ ∏ .                    (4.12) 

下证 ( )1 0b z ≡/ 。若不然，由(4.5)和(4.11)知 ( ) ( ) ( )

0
e 0

n
h z kc h z

k
k

p z kcα + −

=

+ ≡∑ ， 

即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 1 e e 0h z c h z h z nc h z

np z p z c p z ncα α α+ − + −+ + + + + ≡� .              (4.13) 

设多项式 

( ) 1
1 1 0

l l
l lh z d z d z d z d−

−= + + + +� , 

其中 deg 2l h= ≥ ， ( ) 00 , ,ld d≠ � 是复常数，则 

( ) ( ) ( )1
2

l
l lh z kc h z lkcd z h z−

−+ − = + , ( )1,2, ,k n= � ,                  (4.14) 

这里 ( )2lh z− 是个次数不超过 2l − 的多项式。根据(4.14)，经计算可得， ( ) ( )( )e deg 1h z kc h z hσ + − = − ， 

( ) ( )( )eh z kc h z
llkcdτ + − = ( )1,2, ,k n= � 。注意到 nc jc> ( )1,2, , 1j n= −� ，因此，在(4.13)式中， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )e eh z nc h z h z jc h z
llncdτ τ+ − + −= > ( )1,2, , 1j n= −� 。借助引理 3.4 可知 

( ) ( ) ( ) ( )1 deg 1 1 degp p h h gσ σ σ= ≥ − + = = ，这与(4.3)矛盾。所以 ( )1 0b z ≡/ 。类似可证， ( ) 0nb z ≡/ 。于

是，我们有 ( ), 0nP z f ≡/ 。 

因 0kα ≠ ( )0,1, ,k n= � ，且容易看出 ( ) ( )e 1h z
ka z − ( )0,1, ,k n= � 均不是 ( ) ( )( )

0 0,
e 1

nn
h z

k j
k j j k

a zα
= = ≠

−∑ ∏ 的

因子，由(4.6)和(4.7)可知，

( ) ( )( )
( ) ( )( )

0 0,

0

e 1

e 1

nn
h z

k j
k j j k

n
h z

k
k

a z

a z

α
= = ≠

=

−

−

∑ ∏

∏
是个关于 eh 的不可约有理函数。因此，由(4.9)和引

理 3.3，结合 nG 的定义，我们知道 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

, , , , 1 ,e ,e ,

1 , , ,

h h
n nT r G T r P z f o T r f n T r o T r o T r f

n T r f o T r f r E

= + = + + +

= + + ∉
       (4.15) 

2) 证明 ( )0, 0nGδ = ， ( )( ) 20, ,
1nP z f

n
δ =

+
， ( ) ( )( ), , , 0n nG P z fδ δ∞ = ∞ = ， { }1n +∈�  。 

由(4.9)可知 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

0 0, 0

0

0 0, 0

0

1 1
,

1

e 1 e 1
.

e 1

n nn

k
k j j k k

n n n

k
n nn

h z h z
k j k

k j j k k
n

h z
k

k

b a g z jc z g z kc
G z P z f z

g z kc

b a a z z a z

a z

α β
β

α β

= = ≠ =

=

= = ≠ =

=

− + − − + −
= − =

+ −

− − − −
=

−

∑ ∏ ∏

∏

∑ ∏ ∏

∏

     (4.16) 
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结合此式与(4.10)，记 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
0 0

e 1 e 1
n n

h z h z
n k

k k
Q g z kc a z+

= =

= + − = −∏ ∏ ,                  (4.17) 

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

0 0,

1
1 1

1

e 1

e e e

e e ,

nn
h z

n k
k j j k

nh z n h z h z
n n

h z h z
n

Q g z jc

b z b z b z

Q

α
= = ≠

−
−

−

= + −

= + + +

=

∑ ∏

�                  (4.18) 

其中 ( )( )1 eh z
nQ − 是关于 eh 的 1n − 次多项式。于是，(4.9)和(4.16)意味着 

( ) ( )
( )( )
( )( )1

e
,

e

h z
n

n h z
n

Q
P z f b a

Q +

= − ,                            (4.19) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( )
1

1

e e
,

e

h z h z
n n

n n h z
n

b a Q z Q
G z P z f z

Q

β
β

+

+

− −
= − = .              (4.20) 

由(4.4)和(4.6)可知， 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), 1 , , , eh
kN r g z kc N r g z kc N r a z o T r+ − = + = = , r E∉ , ( )0,1, ,k n= � .   (4.21) 

进一步，我们有 ( )( ) ( )( )1, e ,eh h
nN r Q o T r+ = ， ( )( ) ( )( ), e ,eh h

nN r Q o T r= ， r E∉ 。 

( ) ( ) ( )1e eh h
n nb a Q Qβ +− − 和 ( )1 eh

nQ + 的公共零点，必为 ( )eh
nQ 的零点，因而也是 ( )eh

nQ 和 ( )1 eh
nQ +

的公共零点。现设 0z 是 ( )eh
nQ 和 ( )1 eh

nQ + 的一个公共零点，但不是 ( )g z kc+ ( )0,1, ,k n= � 的极点，由于

( )( ) ( )( )0
1 0

0
e 1 0

n
h z

n
k

Q g z kc+
=

= + − =∏ ，可知存在某个 { }0,1, ,p n∈ � ，使得 ( )0 1g z pc+ = 。此时 

( )( ) ( )( )0
0

0,
e 1 0

n
h z

n p
j j p

Q g z jcα
= ≠

= + − =∏ ，于是存在某个 { } { }0,1, ,q n p∈ �  ，使得 ( )0 1g z qc+ = ，这时有

( ) ( )0 0g z pc g z qc+ = + 。记 ( ) ( ) ( )1e eh h
n nb a Q Qβ +− − 和 ( )1 eh

nQ + 的公共零点的积分计数函数为 ( )1N r ，

( )eh
nQ 和 ( )1 eh

nQ + 的公共零点的积分计数函数为 ( )1N r 。由以上分析，结合(4.4)，(4.6)，(4.21)可得 

( ) ( )
{ }

( ) ( ) ( )( )

{ }
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

{ }

( ) ( )( ) ( )( )

1 2
0

, 0,1, ,

, 0,1, ,

, 0,1, ,

1, ,

1, ,e
e

, ,e ,e , .

n

p q k
p q n

h
h z

p q p q
p q n

h h
p q

p q
p q n

N r N r N r N r g z kc
g z pc g z qc

N r o T r
a z a z

T r a a o T r o T r r E

≠ =
∈

≠
∈

≠
∈

 
≤ ≤ + +  + − + 

 
 = +
 − 

≤ − + = ∉

∑ ∑

∑

∑

�

�

�

         (4.22) 

为便于对 ( )nG z 的零点进行估计，现将(4.20)右端分式的分子部分改写为关于 eh 的多项式如下 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 1 0e e e e eh z h z n h z nh z h z

n n n nb a Q z Q u z u z u z u zβ +
+ +− − = + + + +� ,   (4.23) 

其中 ( ) ( ) ( )1
0

n

n k
k

u z z a zβ+
=

= − ∏ ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0 0 1 1n nu z z zβ β+= − − = − ， 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1

0 0
1 1

n nn n
k k k

k k
u z b a a z z a zα β+

= =

= − − + −∑ ∑ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 00 0

1n nn n
k

n j j
k kj jk k

u z b a a z z a z
a z a z
α

β
= == =

   
= − +   

   
∑ ∑∏ ∏ . 

注意到 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
0 1

0
1 0

n
n

n k
k

u z u z z a zβ+
+

=

= − ≡/∏ ，结合(4.20)，(4.22)，(4.23)与引理 3.7，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1
1

1
1 1 0

1 1, , , e
e e

1, ,e
e e

1 ,e ,e

1 , , , .

h
h h

n n n

h
n h h

n

h h

N r N r N r o T r
G b a Q Q

N r o T r
u u u

n T r o T r

n T r f o T r f r E

β +

+
+

    = − +   − −   
 

= +  + + + 

= + +

= + + ∉

�
            (4.24) 

于是，由(4.15)，(4.24)可得 

( ) ( )
( )

,1
0, 1 suplim 0

,
n

n
r n

N r G
G

T r G
δ

→∞
= − = . 

注意到 ( )1 0b z ≡/ ，用上述方法估计 ( ),nP z f 的零点，类似可证 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

2
1

1 1 1, , , e , , e
, e e

1 ,e ,e 1 , , , ,

h h
h h

n n n

h h

N r N r N r o T r N r o T r
P z f Q Q

n T r o T r n T r f o T r f r E

−

    
   = − + = +           

= − + = − + ∉

 

从而 ( )( ) 20, ,
1nP z f

n
δ =

+
。 

接下来对 ( )nG z ， ( ),nP z f 的极点进行估计。结合(4.4)，(4.6)与引理 3.2，对 ( )g z kc+ ( )0,1, ,k n= �

应用 Nevanlinna 第二基本定理，有 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1 1, , , , ,
1

1 1, e , , ,
1e

1 1, , , ,
1

, , , .

h z
k h z

k

k
k

T r g z kc N r g z kc N r N r o T r g z kc
g z kc g z kc

N r a z N r N r o T r g
g z kca z

N r a N r N r o T r g
a g z kc

T r g z kc o T r g r E

   
+ ≤ + + + + +      + + −   

   
= +   + +    + −  

  
= + + +    + −   
≤ + + ∉

 

此式意味着，对任意的 { }0,1, ,k n∈ � ，有 

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

1, , ,
1

, e ,

, , , .

h z
k

N r T r g z kc o T r g
g z kc

T r a z o T r g

T r f o T r f r E

 
= + +  + − 

= +

= + ∉

                   (4.25) 
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由(4.15)，(4.17)，(4.19)，(4.22)和(4.25)，我们知道 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )
( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )( )

2
1

0

0

1, , , , e
e

1, ,
1

1, ,
1

1 , ,

, , , , , .

h
n h

n

n

k

n

k

n n

N r P z f N r N r o T r
Q

N r o T r f
g z kc

N r o T r f
g z kc

n T r f o T r f

T r P z f o T r P z f r E

+

=

=

 
 = − +
 
 
 
 
 = +
 + − 
 

 
= +  + − 
= + +

= + ∉

∏

∑                 (4.26) 

因此， 

( )( ) ( )( )
( )( )

, ,
, , 1 suplim 0

, ,
n

n
r n

N r P z f
P z f

T r P z f
δ

→∞
∞ = − = . 

再由(4.15)，(4.26)和 ( ) ( )( ) ( )( ), , , ,n nN r G N r P z f o T r f= + 立即得到 ( ), 0nGδ ∞ = 。 

3) 证明
( ) ( )

,n

f f
P z f

λ σ
 

=  
 

， { }1n +∈�  。 

借助引理 3.1 易得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,
, , , , ,n n n nP z f P z f P z f P z f

T r N r m r N r o T r f
f f f f

       
= + = +       

       
, r E∉ .   (4.27) 

另一方面，由(4.2)，(4.8)，(4.18)和(4.19)知道， 

( ) ( )
( )
( ) ( )

( )
( )

1

1 1

e e, 1 e 1e
ee e

1

h h h
n nn h

hh h
n n

Q QP z f pb a b a
b af bp aQ Qb
g

−

+ +

−
= − = −

− −+
−

, 

对上式用引理 3.3，可得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),
, , e ,e , ,n h hP z f

T r MT r o T r MT r f o T r f
f

 
= + = + 

 
, r E∉ ,         (4.28) 

其中 { }1,2, , 2M n∈ +� 。由(4.27)和(4.28)立即推出
( ) ( )

,n

f f
P z f

λ σ
 

=  
 

。 

情形 2： ( ) 2fσ < ，且 a,b 都不是 f 的 Picard 例外值。 
这时，由(4.1)，0 和∞仍然是亚纯函数 g 的两个 Borel 例外值，但不是 g 的 Picard 例外值，且

( ) ( ) 2g fσ σ= < 。所以 ( ) 1gσ = 。由 Hadamard 分解定理，g 具有表达式 

( ) ( )e zg z p z η= ,                                 (4.29) 

其中 { }0η ∈� 是个常数， ( )p z 是至少有一个零点和一个极点的亚纯函数，满足 ( ) 1pσ < 。 

将(4.29)代入 ( ),nP z f 的表达式，结合(4.8)与
0

0
n

k
k
α

=

=∑ ，有 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )( )

( )( )

( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )

( )
( )( )

0 0

0

0 0,

0

0 0,

0

0 0,

,
1

1
1

1

1

e 1

e 1

e e 1

e

n n

n k k
k k

n

k
k

nn

k
k j j k

n

k
nn

z jc
k

k j j k
n

z kc

k
nn

jc z
k

k j j k

k

b aP z f f z kc b
g z kc

b a
g z kc

g z jc
b a

g z kc

p z jc
b a

p z kc

p z jc
b a

η

η

η η

η

α α

α

α

α

α

= =

=

= = ≠

=

+

= = ≠

+

=

= = ≠

 −
= + = +  + − 

 
= −   + − 

+ −
= −

+ −

+ −
= −

+ −

+ −
= −

∑ ∑

∑

∑ ∏

∏

∑ ∏

∏

∑ ∏

( )( )
0

.
e 1

n
c z

k
p z kc η

=

+ −∏                    (4.30) 

将上式右端分式的分子部分改写为关于 e zη 的多项式如下： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 0

0 0,
e e 1 e e e

nn
n zjc z n z z

k n n
k j j k

p z jc b z b z b z b zηη η η ηα −
−

= = ≠

+ − = + + + +∑ ∏ �       (4.31) 

其中 ( ) ( )0
0

1 0
nn

k
k

b z α
=

= − =∑ ， ( ) ( )( ) ( )
( )0 00, 0

1e e
e

n nn n
jc jc

n k k kc
k kj j k j

b z p z jc p z jc
p z kc

η η
ηα α

= == ≠ =

= + = +
+∑ ∑∏ ∏ ， 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
1

0 0,

1

0 0 0

0

1 e

1 e e

1 e

n n n jc
k

k j j k

n n nn jc kc
k k

k j k

nn kc
k

k

b z p z jc

p z jc p z kc

p z kc

η

η η

η

α

α α

α

−

= = ≠

−

= = =

=

= − +

 
= − + − + 

 

= − +

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑

                (4.32) 

下证 ( )1 0b z ≡/ ， ( ) 0nb z ≡/ 。若不然，假设 ( )1 0b z ≡ ，则由(4.32)可得 

( ) ( ) ( ) ( )1 0
0

e e e 0
n

kc nc c
k n

k
p z kc p z nc p z c p zη η ηα α α α

=

+ = + + + + + ≡∑ � , 

亦即 

( ) ( ) ( )1 0e e 0nc c
n zp z nc zp z c zp zη ηα α α+ + + + + ≡� .                   (4.33) 

当
0

e 0
n

kc
k

k

ηα
=

=∑ 时，由于 p 至少有一个极点，且 2
0 0e e 0nc nc

n nz z zη ηα α α α− −⋅ = ≡/ ，结合(4.33)与引理 3.6 可知

( ) 1pσ ≥ ，矛盾。当
0

e 0
n

kc
k

k

ηα
=

≠∑ 时，有 n 1 0
0

e e e 0
n

nc c kc
k

k
z z z zη η ηα α α α

=

 + + + = ≡/ 
 
∑� ，这表明 

0
deg e 1

n
kc

k
k

zηα
=

   =  
  
∑ ，结合(4.33)与引理 3.5 可得 ( ) 1pσ ≥ ，矛盾。所以 ( )1 0b z ≡/ 。类似可证 ( ) 0nb z ≡/ 。 

又由(4.30)，(4.31)我们有 ( ), 0nP z f ≡/ 。应用讨论情形 1 时的方法，可完成本定理的证明。 
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4.2. 定理 2 的证明 

令 

( ) ( )g z f z a= − ,                                 (4.34) 

由 a∈�，∞是 f 的两个 Borel 例外值知道，0 和∞是 g 的两个 Borel 例外值。 
以下我们对 f 的级进行分类讨论。 
情形 1： ( ) 2fσ ≥ 。如同定理 1 证明过程的分析，这时也能得到(4.2)~(4.7)及(4.14)，且多项式 h 满

足 deg 2h ≥ 。 
1) 证明 ( ) ( ) ( )( ), , ,nT r G T r f o T r f= + ， r E∉ ， n +∈� 。 

(4.34)式意味着 ( ) ( )f z g z a= + ，将此式代入 ( ),nP z f 的表达式，结合(4.4)与
0

0
n

k
k
α

=

=∑ 可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0
, e e

n n n n
h z kc h z

n k k k k k
k k k k

P z f f z kc g z kc p z kc a zα α α α+

= = = =

 = + = + = + =  
 

∑ ∑ ∑ ∑ .    (4.35) 

若 ( )
0

0
n

k k
k

a zα
=

≡∑ ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 1 e e 0h z c h z h z nc h z

np z p z c p z ncα α α+ − + −+ + + + + ≡�               (4.36) 

通过计算知道， ( ) ( )( )e deg 1h z kc h z hσ + − = − ， ( ) ( )( )eh z kc h z
llkcdτ + − = ( )1,2, ,k n= � 。而 

nc jc> ( )1,2, , 1j n= −� 。可见，在(4.36)式中， ( ) ( )( ) ( ) ( )( )e eh z nc h z h z jc h z
llncdτ τ+ − + −= > ( )1,2, , 1j n= −� 。

由引理 3.4 可得 ( ) ( ) ( )deg 1 1 degp h h gσ σ≥ − + = = ，这与(4.3)矛盾。因此 ( )
0

0
n

k k
k

a zα
=

≡/∑ ，这也表明

( ), 0nP z f ≡/ 。 

观察(4.35)，立即得到 
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , , ,n nT r G T r P z f o T r f T r f o T r f= + = + , r E∉ .           (4.37) 

2) 证明 ( )0, 0nGδ = ， ( )( ) ( )( ) ( )0, , , , , 1n n nP z f P z f Gδ δ δ= ∞ = ∞ = ， n +∈� 。 

由(4.35)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

, e
n

h z
n n k k

k
G z P z f z a z zβ α β

=

 = − = − 
 
∑ ,                  (4.38) 

又有 ( ) ( )
0

0
n

k k
k

z a zβ α
=

 − ≡/ 
 
∑ 。对(4.39)应用引理 3.7 即得 ( )0, 0nGδ = 。 

再次利用(4.35)，结合(4.37)，不难发现 

( ) ( )( ) ( )( )( )1 , , ,
, n

n

N o T r f o T r P z f
P z f

 
= =  

 
, r E∉ ; 

( )( ) ( )( ) ( )( )( ), , , , ,n nN r P z f o T r f o T r P z f= = , r E∉ ; 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), , , , ,n nN r G N r P z f o T r f o T r f= + = , r E∉ , 

这就意味着 ( )( ) ( )( ) ( )0, , , , , 1n n nP z f P z f Gδ δ δ= ∞ = ∞ = ， n +∈� 。 

3) 证明 0a ≠ 时，
( ) ( )

,n

f f
P z f

λ σ
 

=  
 

， n +∈� 。 
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由(4.2)，(4.34)和(4.35)，有 

( ) 0
e

,
e

n
h

k k
kn

h

a
P z f

f p a

α
=

 
 
 =

+

∑
, 

而 0a ≠ ，对上式用引理 3.3 可得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),
, , e ,e , ,n h hP z f

T r T r o T r T r f o T r f
f

 
= + = + 

 
, r E∉ . 

再由引理 3.1 知道 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), ,
, , , , ,n nP z f P z f

T r f T r o T r f N r o T r f
f f

   
= + = +   

   
, r E∉ , 

这就表明
( ) ( )

,n

f f
P z f

λ σ
 

=  
 

。 

情形 2： ( ) 2fσ < 。这时 ( ) ( ) 2g fσ σ= < ，且 0 和∞仍然是亚纯函数 g 的两个 Borel 例外值。于是

( ) 1gσ = 。由 Hadamard 分解定理，g 可分解为 

( ) ( )e zg z p z η= ,                                 (4.39) 

其中 { }0η ∈� 是个常数，p 是个满足 ( ) 1pσ < 的亚纯函数。因∞不是 f 的 Picard 例外值，故∞也不是 g
的 Picard 例外值，从而 p 至少有一个极点。 

将(4.39)代入 ( ),nP z f 的表达式，结合(4.34)和
0

0
n

k
k
α

=

=∑ ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

, e e e
n n n n

z kc z kc
n k k k k

k k k k
P z f f z kc g z kc p z kc p z kcη η ηα α α α+

= = = =

= + = + = + = +∑ ∑ ∑ ∑ .  (4.40) 

当
0

e 0
n

kc
k

k

ηα
=

=∑ 时，假设 ( ) ( ) ( ) ( )1 0
0

e e e 0
n

kc nc c
k n

k
p z kc p z nc p z c p zη η ηα α α α

=

+ = + + + + + ≡∑ � ， 

即 

( ) ( ) ( )1 0e e 0nc c
n zp z nc zp z c zp zη ηα α α+ + + + + ≡� .                   (4.41) 

注意到 p 至少有一个极点，而 2
0 0e e 0nc nc

n nz z zη ηα α α α⋅ = ≡/ ，结合(4.41)与引理 3.6 可知 ( ) 1pσ ≥ ，矛盾。

所以此时 ( )
0

e 0
n

kc
k

k
p z kc ηα

=

+ ≡/∑ ，进一步由(4.40)有 ( ), 0nP z f ≡/ 。 

当
0

e 0
n

kc
k

k

ηα
=

≠∑ 时，若 ( ) ( ) ( ) ( )1 0
0

e e e 0
n

kc nc c
k n

k
p z kc p z nc p z c p zη η ηα α α α

=

+ = + + + + + ≡∑ � ，即(4.41)

成立，则由于 1 0
0

e e e 0
n

nc c kc
n k

k
z z z zη η ηα α α α

=

 + + + = ≡/ 
 
∑� ，有

0
deg e 1

n
kc

k
k

zηα
=

   =  
  
∑ 。再由(4.41)和引理 3.5

可得， ( ) 1pσ ≥ ，矛盾。所以此时 ( )
0

e 0
n

kc
k

k
p z kc ηα

=

+ ≡/∑ ，进一步有 ( ), 0nP z f ≡/ 。仿照情形 1 的讨论， 

即可完成本定理的证明。 
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