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摘  要 

函数的极值是函数性态的一个重要特征。本文先利用偏导数给出了一个二元函数极值判定的充分条件。

其次，先给出方向导数的定义然后展示了利用方向导数判定二元函数极值的两个充分条件。同时，本文

也探讨了利用拉格朗日乘数法研究多元函数的极值。简而言之，本文利用偏导数、方向导数和拉格朗日

乘数法总结了多元函数极值的一些求法，这为进一步研究多元函数的最值奠定了基础。 
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Abstract 
The extremum of a function is an important characteristic of its properties. Firstly, a sufficient 
condition for extremums of a binary function is given by using partial derivatives. Secondly, the 
definition of the directional derivative is given, and then two sufficient conditions for extremums 
of binary functions by using directional derivative are presented. Meanwhile, the extremums of 
multivariate functions by using the Lagrange multiplier method are discussed. In short, some me-
thods of finding extremums of multivariate functions by using partial derivatives, directional de-
rivatives and the Lagrange multiplier method are summarized, which lay a foundation for further 
research on the maximum value of multivariate functions. 
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1. 引言 

函数的极值不仅是函数性态的重要特征，而且在实际中有着广泛的应用。多元函数的极值是一个经

典且非常重要的问题。到目前为止，关于求函数极值的文献非常多。杨文杰和孙静利用二次型的正定性

讨论了多元函数的极值问题[1]。李安东通过研究多元微分与一元微分之间的关系，把多元函数的极值判

定问题转化为二次型的正定或负定的判定问题，或转化为一阶方向导函数是否变号的问题；对条件极值，

探究了适用于所有情况的降维求极值法[2]。袁勇民综述了多元函数极值问题的解法[3]。马烁和梁向给出

一阶方向导数和二阶方向导数的定义及其与偏导数的关系，然后利用方向导数给出了判断二元函数在驻

点或偏导数不存在的点处是否取得极值的两个充分条件[4]。罗棋和朱珊珊探讨了多元函数和泛函数的条

件极值问题，该论文用拉格朗日乘数法求解多元函数的条件极值，并将拉格朗日乘数法中的拉格朗日乘

数变形为向量函数形式的拉格朗日乘子，进一步将拉格朗日乘数法推广到求解泛函数的条件极值问题[5]。
徐莉和周创也探讨了多元函数极值的求法[6]。而本文利用偏导数、方向导数和拉格朗日函数总结了多元

函数极值的一些求法，期望为学习者的进一步学习提供一定的帮助。 
本文余下结构：第二部分探讨了利用偏导数求二元函数的极值；第三部分研究了利用方向导数求二

元函数的极值；第四部分利用拉格朗日乘数法求多元函数的条件极值。 

2. 利用偏导数求二元函数的极值 

定理 1 (二元函数极值必要条件) [7]设 ( ),z f x y= 在点 ( )0 0 0,P x y 存在偏导数，且 ( )0 0 0,P x y 为 ( ),f x y
的极值点，则有 

( ) ( )0 0 0 0, 0, , 0.x yf x y f x y′ ′= =  

如果在点 0P ，函数 f 满足以上两式，那么点 0P 是 f 的稳定点。此定理仅是一个必要条件，需注意的

是稳定点并不都是函数的极值点。 
定理 2 (二元函数极值充分条件) [8]如果在点 ( )0 0 0,P x y 的某邻域 ( )0U P 内，函数 ( ),z f x y= 存在二阶

连续偏导数，同时 0P 为函数 f 的稳定点。那么当 ( )0fH P 为负定矩阵的时，函数 ( ),z f x y= 在点 0P 可取

得极大值；而当 ( )0fH P 为正定矩阵的时，函数 ( ),z f x y= 在点 0P 可取得极小值。其中 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0

0 0
0

0 0

xx xyxx xy
f

yx yyyx yy P

f ff P f P
H P

f ff P f P
   

= =       
 

为 ( ),z f x y= 在点 0P 的黑塞(Hesse)矩阵。根据该矩阵的性质规律，定理 2 可总结为以下形式： 
若函数 ( ),z f x y= 满足定理 2 中的条件且 0P 是 ( ),z f x y= 的稳定点，记 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0, , , , ,,xx xy yyA f x y B f x y C f x y′′ ′′ ′′= = =  
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则 
i) 若 2 0AC B− > ，则 ( )0 0 0,P x y 为 ( ),f x y 的极值点。 

1) 当 0A > ， ( )0 0 0,P x y 为 ( ),f x y 的极小值点； 

2) 当 0A < ， ( )0 0 0,P x y 为 ( ),f x y 的极大值点。 

ii) 若 2 0AC B− < ，则 ( )0 0 0,P x y 不为 ( ),f x y 的极值点； 

iii) 若 2 0AC B− = ， 则 ( )0 0 0,P x y 可能为 ( ),f x y 的极值点，也可能不为 ( ),f x y 的极值点。 

例 1 求函数 3 23 15 12u x xy x y= + − − 的极值。 

解 解方程组

0

0

u
x
u
y

∂ =∂
∂ =
∂

，即解
2 23 3 15 0

6 12 0
x y
xy

 + − =


− =
，可得四个驻点： ( )2,1 ， ( )2, 1− − ， ( )1, 2 ， ( )1, 2− − 。 

进一步计算可得 
2 2 2

2 26 , 6 , 6 .u u ux y x
x yx y

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂∂ ∂
 

根据定理 2 可得： 

1) 矩阵 ( )
12 6

2,1
6 12

H  
=  
 

是正定矩阵， ( )2,1 是极小值点。 

2) ( )
12 6
6

2,
12

1H
− − 

=  − −
−


− 是负定矩阵， ( )2, 1− − 是极大值点。 

3) ( ) ( )
6 12 6 12

1,2 , 1, 2
12 6 12 6

H H
− −   

= − − =   − −   
均是不定矩阵， ( ) ( )1,2 , 1, 2− − 均不是极值点。 

例 2 [9]求函数 ( ) 3 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3, , 12 2f x x x x x x x x x= + + + + 的极值。 

解 计算可得 

2
1 2 2 1 3

1 2 3

3 12 , 2 12 , 2 2.f f fx x x x x
x x x
∂ ∂ ∂

= + = + = +
∂ ∂ ∂

 

令
1 2 3

0f f f
x x x
∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂

，得驻点： ( ) ( )0 10,0,1 , 24, 144, 1x x′ ′= = − − 。又 ( )1 2 3, ,f x x x 关于 1 2,x x 和 3x 的各 

二阶导数是 
2 2 2 2 2 2

12 2 2
1 2 1 3 2 31 2 3

6 , 12, 2, 2, 0, 2.f f f f f fx
x x x x x xx x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = = = = =

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
 

得矩阵 

( )
16 12 2

12 2 0 .
2 0 2

x
H x

 
 =  
  

 

由定理 2 进一步可得： 

1) 在点 0x 处得矩阵 ( )0

0 12 2
12 2 0
2 0 2

H x
 
 =  
  

。因为 ( )0H x 的顺序主子式 1det 0H = ， 
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2

0 12
det 144 0

12 2
H  

= = − < 
 

， ( )3 0det det 152 0H H x= = − < ，所以 ( )0H x 不是正定矩阵，即 0x 不是极值

点； 

2) 在点 1x 处，有 ( )1

144 12 2
12 2 0
2 0 2

H x
 
 =  
  

，因为 ( )1H x 的顺序主子式 1det 144 0H = > ， 

2

144 12
det 144 0

12 2
H  

= = > 
 

， ( )3 1det det 28 0H H x= = > ，所以 ( )1H x 是正定矩阵， ( )1 24, 144, 1x = − − 为

极小值点，极小值为 

( ) ( )1 24, 144, 1 6913.f x f= − − = −  

3. 利用方向导数求二元函数的极值[4] 

定理 3 如果函数 ( ),f x y 在点 ( ),P x y 可微分，那么函数在该点沿任意一方向 ( )cos ,cosl α β 的方向都

存在，且有 

( )Tcos ,cos , cos ,cosf f f f f
l x y x y

α β α β
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 

此式被称为函数 ( ),f x y 在点 ( ),P x y 沿方向 ( )cos ,cosl α β 的方向导数。该式可用来求方向 ( )cos ,cosl α β
的方向导数。 

定理 4 若函数 ( ),f x y 在点 ( ),P x y 处二阶可微分，则在点 ( ),P x y 沿方向 ( )cos ,cosl α β 的二阶方向

导数存在，且有 

( )

( )

2 2 2 2 2
2 2

2 2 2
,

2 2

2

2 2

2

cos cos cos cos cos cos

cos
cos ,cos .

cos

x y

f f f f f
x y y xl x y

f f
x yx

f f
y x y

α α β β α β

α
α β

β

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

 ∂ ∂
 ∂ ∂∂   =   ∂ ∂   
∂ ∂ ∂  

 

定理 5 设函数 ( ),f x y 在点 ( )0 0 0,P x y 的某个邻域内连续且可微，又 ( )0 0, 0xf x y = ， ( )0 0, 0yf x y = (在

点 0P 处的偏导数也可能不存在)，在 ( )0 0 0,P x y 的去心邻域内任取一点 ( ),P x y ，令 0Pl P=
����

，l 表示从点

( )0 0 0,P x y 出发且经过 ( ),P x y 的一条射线。 

i) 若在 ( )0 0 0,P x y 的去心邻域内 0f
l

∂
>

∂
，则 ( ),f x y 在点 ( )0 0 0,P x y 处取得极小值； 

ii) 若在 ( )0 0 0,P x y 的去心邻域内 0f
l

∂
<

∂
，则 ( ),f x y 在点 ( )0 0 0,P x y 处取得极大值； 

iii) 若在 ( )0 0 0,P x y 的去心邻域内
f
l

∂
∂

变号，则 ( ),f x y 在点 ( )0 0 0,P x y 处不取极值。 

定理 6 设函数 ( ),f x y 在点 ( )0 0 0,P x y 的某个邻域内存在二阶连续偏导数，且
( )0 0,

0
x y

f
l

∂
=

∂
，

( )0 0

2

2
,

0
x y

f
l

∂
≠

∂
，对任意方向 ( )cos ,cosl α β ，有 
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i) 若
( )0 0

2

2
,

0
x y

f
l

∂
>

∂
，则函数 ( ),f x y 在点 ( )0 0 0,P x y 处取得极小值； 

ii) 若
( )0 0

2

2
,

0
x y

f
l

∂
<

∂
，则函数 ( ),f x y 在点 ( )0 0 0,P x y 处取得极大值； 

iii) 若
( )0 0

2

2
,x y

f
l

∂
∂

符号不定，则函数 ( ),f x y 在点 ( )0 0 0,P x y 处不取得极值。 

例 3 讨论函数 ( ) 3 3, 3f x y x y xy= + − 在点 ( )1,1 处的极值情况。 

解 因为 

( ) ( )2 2cos cos 3 3 cos 3 3 cos ,f f f x y y x
l x y

α β α β∂ ∂ ∂
= + = − + −

∂ ∂ ∂
 

( )

2 2 2 2 2
2 2

2 2 2
,

2 2

cos cos cos cos cos cos

6 cos 3cos cos 3cos cos 6cos ,
x y

f f f f f
x y y xl x y

x

α α β β α β

α α β β α β

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

= − − +

 

所以对于任意方向 ( )cos ,cosl α β ，有 

( ) ( )
( )

2

2
1,1 1,1

0, 6 1 cos cos 0.f f
l l

α β∂ ∂
= = − >

∂ ∂
 

故由定理 6 知函数 ( ),f x y 在 ( )1,1 取得极小值。 

4. 利用拉格朗日乘数法求条件极值[10] 

定理 7 求函数 y f= 在 0kϕ = 的条件约束下的极值问题。在区域 D 内 f 与 ( )1 2, , ,k nx x xϕ � 存在连续

的一阶偏导数。若雅可比矩阵 

0

1 1

1

1

n

m m

n P

x x

x x

ϕ ϕ

ϕ ϕ

∂ ∂ 
 ∂ ∂ 
 
 ∂ ∂ 
 ∂ ∂ 

�

� �

�

 

的秩是 m，且在 D 内的点 ( ) ( ) ( )( )0 0 0
0 1 2, , , nP x x x� 为拉格朗日函数 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 21, , , , , , , , , , , , , ,n m n k k n
m
kL x x x f x x x x x xλ λ λ λ ϕ
=

= +∑� � � �  

的极值点，那么存在 m 个常数 ( ) ( ) ( )0 0 0
1 2, , , mλ λ λ� ，使得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0 0 0

1 2 1 2, , , , , , ,n mx x x λ λ λ� � 是拉格朗日函数的

稳定点，即 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0 0 0
1 2 1 2, , , , , , ,n mx x x λ λ λ� � 为m n+ 个方程 

( )

( )

1

1

1
1 1

1

1 1 2

1 2

0

0

, , , 0

, , , 0

n

m

k
x kk

k
x kk

n n

n

m

m

m n

fL
x x

fL
x x

L x x x

L x x x

λ

λ

ϕ
λ

ϕ
λ

ϕ

ϕ

=

=

∂∂ = + = ∂ ∂

 ∂∂ = + = ∂ ∂

= =



= =

∑

∑

�

�
�
�
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的解。 
利用定理 7 可归纳求条件极值的步骤为： 
i) 构造拉格朗日函数 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 21, , , , , , , , , , , , , ;n m n k k n
m
kL x x x f x x x x x xλ λ λ λ ϕ
=

= +∑� � � �  

ii) 对构造的拉格朗日函数 ( )1 2 1 2, , , , , , ,n mL x x x λ λ λ� � 关于 1 1, , , , ,n mx x λ λ� � 求偏导数，形成方程组 

( )

( )

1

1

1
1 1

1

1 1 2

1 2

0

0

, , , 0

, , , 0

n

m

k
x kk

k
x kk

n n

n

m

m

m n

fL
x x

fL
x x

L x x x

L x x x

λ

λ

ϕ
λ

ϕ
λ

ϕ

ϕ

=

=

∂∂ = + = ∂ ∂

 ∂∂ = + = ∂ ∂


= =


 = =

∑

∑

�

�

�

�

 

解出 1 1, , , , ,n mx x λ λ� � ，其中 ( )1 2, , , nx x x� 就是在条件 ( )1 2, , , 0k nx x xϕ =� 下函数 ( )1, , nf x x� 的可能极值

点。 
例 4 一个曲面 2 2x y z+ = 被平面 1x y z+ + = 所截的截口是一个椭圆。求所截的椭圆上的点到原点的

最短和最长的距离。 
解 设所截椭圆上的任意点 ( ), ,x y z 到原点的距离的平方 ( )2 2 2 2, ,d f x y z x y z= = + + 。令 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
1 2 1 2, , , , 1L x y z x y z x y z x y zλ λ λ λ= + + + + − + + + − ，对 ( )1 2, , , ,L x y z λ λ 关于 1 2, , , ,x y z λ λ 求一阶

偏导数，并令它们都等于 0，有 

1

2

1 2

1 2

1 2
2 2

2 2 0
2 2 0

2 0

0

1 0

x

y

z

L x x
L y y

L z

L x y z

L x y z
λ

λ

λ λ
λ λ

λ λ

 = + + =


= + + =
 = − + =
 = + − =
 = + + − =

 

解方程组可得： 1
53 3
3

λ = − ± ， 2
117 3
3

λ = − ± ，
1 3

2
x y − ±
= = ， 2 3z = ± ，因为

1 3
2

x y − ±
= = ， 

2 3z = ± 是所设拉格朗日函数 ( )1 2, , , ,L x y z λ λ 内的稳定点，所以要求的条件极值点一定在这几个点处取

得。要求最大值和最小值，则将
1 3 , 2 3

2
x y z− ±
= = = ± 这些稳定点代入函数 ( ), ,f x y z 中得两个值为

9 5 3± 。即 9 5 3− 是所截的椭圆上的点到原点的最短距离， 9 5 3+ 是所截的椭圆上的点到原点的 

最长距离。 
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