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摘  要 

本文讨论了三种基本初等函数的拉格朗日中值点的渐近性问题，结果表明：除幂函数当区间左端点为0
时，中值取定值外，其余情况的幂函数、指数函数、对数函数当区间右端点趋向于区间左端点时，拉格

朗日中值点均趋向于区间中点。 
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Abstract 
In this paper, the asymptotic behavior of the Lagrange median points of three basic elementary 
functions is discussed. The results show that, except for the power functions where the left end-
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point of the interval is 0 and the median value is fixed, the power functions, exponential functions, 
and logarithmic functions of median points tend to the midpoint of the interval, when the right 
endpoint of the interval tends to the left endpoint. 
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1. 引言 

在高等数学中微分中值定理的重要性是不言而喻的，它们是沟通函数与其导数关系的桥梁，是讨论

导数应用的理论基础。但微分中值定理中只肯定了中值点的存在性，没有给出中值点的数量、位置等信

息。当然，这并不影响其重要的应用价值。关于微分中值定理的中值点的渐近性始于 1982 年 AlfonsoG. 
Azpeitia 在文献[1]中对带有拉格朗日型余项的泰勒定理中的中值点的渐近性的研究。此后，有许多学者

对该问题进行了改进和推广，如文献[2]-[7]考虑了柯西中值定理的中值点的渐近性，文献[8] [9]讨论了高

阶拉格朗日中值定理的中值点的渐近性问题。现将文献中与本文有关的结论列举如下： 
泰勒定理[1] [10] [11] [12]若 ( )f x 在点 r 的某邻域 ( )U r 内有 n 阶导数，则 ( )

o
x U r∀ ∈ ， ξ∃ 介于 r 与 x

之间，使得 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )111 1 .

1 ! !
n nn nf x f r f r x r f r x r f x r

n n
ξ−−′= + − + + − + −

−
  

定理 1 [1]设在点 r 的某邻域 ( )U r 内 ( ) ( )( )1, 1n pf x n p+ ≥ ≥ 存在且在 r 点连续， ( ) ( ) ( )0 1n jf r j p+ = ≤ < ，
( ) ( ) 0n pf r+ ≠ ，则对于泰勒定理中的ξ 有 

( )
1

lim .n p
n px r

r C
x r
ξ −

+→

−
=

−
                                  (1) 

记：
r

x r
ξθ −

=
−

，则 0 1θ< < 且θ 与 x 有关，即 ( )xθ θ= ，此时(1)式可改为 

( )
1

lim .n p
n px r

Cθ
−

+→
=                                     (2) 

众所周知，拉格朗日中值定理是泰勒定理当 1n = 时的特殊情况： 
拉格朗日中值定理[10] [11] [12]设函数 ( )f t 在 [ ],r x 上连续，在 ( ),r x 内可导，则存在 ( )0,1θ ∈ ，使得 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ).f x r f r x r x r f x f rξ θ′ ′− = + − − = −                      (3) 

推论 1 [1] [2] [3]当 1n p= = 时，则(2)式化为 

1lim .
2x r

θ
→

=                                        (4) 
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上式表明，随着区间长度无限地缩短，中值点越来越接近于区间的中点[2]。 
定理 2 [4] [5] [6] [7] [13] [14]设函数 ( )f t 在点 r 的某邻域 ( )U r 内具有直到 n 阶导数， ( ) ( )nf t 在 r 点

连续，且 ( ) ( ) ( )0 2,3, , 1if r i n= = − ， ( ) ( ) 0nf r ≠ ，则(3)式中的中值点θ 满足 
1

11lim .
n

x r n
θ

−

→

 =  
 

                                    (5) 

特别需要强调：条件 ( ) ( ) 0nf r ≠ 是不可缺少的[1] [2] [3]。文献[1] [2] [3]中均有实例表明当条件
( ) ( ) 0nf r ≠ 不成立时，该定理的结论不一定成立。本文旨在考虑三类基本初等函数——幂函数、指数函

数、对数函数的拉格朗日中值点的渐近性问题，其中仅有幂函数在区间左端点为零时满足定理 2 条件，

其余情形并不满足该定理条件，而指数函数和对数函数在任何区间上均不满足定理 2 的条件，说明定理

2 的条件仅是充分条件，而非必要条件。 

2. 主要结论 

2.1. 幂函数 

(一) 幂指数 0µ > 且 1µ ≠  
定理 3 设 0 r x≤ < < +∞，幂函数 ( )f t tµ= ， [ ],t r x∈ 。 
1) 若 0r = ，则 ( )f t 的拉格朗日中值定理中的θ 满足 

1
11 .

µ
θ

µ

− 
=  
 

 

2) 若 0r > ，则 ( )f t 的拉格朗日中值定理中的θ 满足 

1lim .
2x r

θ
→

=  

证明 不妨设 1µ > ，由拉格朗日中值定理得 

( )

( ) ( )

1

1

x r x r

r x r x r

µ µ µ

µ

µξ

µ θ

−

−

− = −

= + − −  

 

类似于文献[13]有 

( )

1
1x r r

x r
x r

µ µ µ

µ
θ

− −
− − =

−
 

1) 若 0r = ，显然有 
1

11 µ
θ

µ

− 
=  
 

 

2) 若 0r > ，因为是考虑 x 趋向于 r 时的极限，故此不妨设 1
x r

r
−

< ，由幂级数展开式及洛必达法则

可得 
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r
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∏
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 

 

对于 0 1µ< < 时，类似可得结论，在此省略其证明。证毕 

注 ① 当 0r = 时，由

1
11 µ

θ
µ

− 
=  
 

可知，此时θ 与 x 无关，仅与幂函数的指数 µ 有关。特别地，当 2µ =

时，
1
2

θ = ，此时
1
2

xξ = ，即无论 x 取何值，中值点均为区间 [ ]0, x 的中点；当 µ 取大于 1 的正整数 n 时，

1
11 n

n
θ

− =  
 

，此时与(5)式的结论相同，且满足定理 2 条件 ( ) ( )0 0nf ≠ ；但当 µ 不取正整数时，例如
3
2

µ = ，

则
22 4

3 9
θ  = = 

 
，并不满足定理 2 条件 ( ) ( )2 0 0f ≠ ，此时 ( ) ( )2 0f 不存在[3]。 

由θ 与幂指数 µ 的函数关系，再利用取整函数 [ ]⋅ 的性质可得 lim 1
µ

θ
→+∞

= 。事实上，由 [ ] [ ] 1µ µ µ≤ < + ，

有 

[ ]( )[ ] ( ) [ ]( )[ ]
1 11

11 1 2µ µµµ µ µ++ ≤ + < +  

再由 
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[ ]( )[ ]
[ ]

[ ]( )[ ]
[ ]

[ ]( )[ ]
1 1 1

1 1lim 1 lim 1 lim 2 1µ µ µ
µ µ µ

µ µ µ+ +
→+∞ →+∞ →+∞

+ = + = + =  

故 
1 1

11 1lim lim lim 1.
1

µ µ

µ µ µ
θ

µ µ

−

→+∞ →+∞ →+∞

   
= = =   +   

 

由幂函数在第一象限的单调性知道，此时的中值点θ 是唯一的。θ 随着 µ 的增大而单调递增趋于 1，
即θ 是 µ 的增函数。由于此时有 xξ θ= ，故此 ( )xξ µ→ →+∞ ，即随着幂指数的增加，ξ 单调递增趋向

于区间右端点 x。 
② 若 0r > ，此时 ( )f t tµ= ， [ ],t r x∈ 并不满足推论 1 中的条件，但此时仍有(4)式成立。 
(二) 幂指数 0µ <  
推论 2 设 0 r x< < < +∞，幂函数 ( ) [ ], ,f t t t r xµ= ∈ ，则 ( )f t 的拉格朗日中值定理中的θ 满足 

1lim .
2x r

θ
→

=  

2.2. 指数函数 

定理 4 设 0 r x≤ < < +∞，指数函数 ( ) ( )0, 1tf t a a a= > ≠ ， [ ],t r x∈ ，则 ( )f t 的拉格朗日中值定理中

的θ 满足 
1lim .
2x r

θ
→

=  

证明 由拉格朗日中值定理有 

( ) ( ) ( )ln lnr x rx ra a a x r a a x r aθξ + −− = − = −  

类似于文献[13]有 

( )
1

lnlog
x ra

x r a
a

x r
θ

− −
−

=
−

 

再由对数运算性质及洛必达法则可得 

( ) ( )
( )

( )
( )( )

( )
( )

( )
( )

1
ln

1ln
lnloglim lim lim

ln

ln 1
lim

1 ln

ln
lim

ln 1

ln 1
lim

ln 2
1 .
2

x r x r
a
x r a

a

x r x r x r

x r x r

x rx r

x r

x r x rx r

x r

a
x r a

x r x r a

a x r a a
a x r a

a x r a
a x r a a

x r a
x r a

θ

− −
−

−

→ → →

− −

−→

−

− −→

→

−
−

= =
− −

− − +
=

− −

−
=

− + −

− +
=

− +

=

 

证毕 
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注 指数函数在任何区间上均不满足推论 1 或者定理 2 的条件，但随着 x 趋向于 r，中值点依然趋向

于区间中点。 

2.3. 对数函数 

定理 5 设 0 r x≤ < < +∞，对数函数 ( ) ( )log 0, 1af t t a a= > ≠ ， [ ],t r x∈ ，则 ( )f t 的拉格朗日中值定理

中的θ 满足 
1lim .
2x r

θ
→

=  

证明 由拉格朗日中值定理有 

( )( )
log log

ln lna a
x r x rx r

a r x r aξ θ
− −

− = =
+ −

 

故 

( )
( )( )

ln ln
ln ln

x r r x r
x r x r

θ
− − −

=
− −

 

再由洛必达法则可得 

( )
lim lim

ln ln
1 1lim .

ln ln 2 2

x r x r

x r

x r
x x r x r

x r

θ
→ →

→

−
=

− + −

= =
− +

 

证毕 
注 对数函数在任何区间上均不满足推论 1 或者定理 2 的条件，但随着区间左端点 x 趋向于区间右端

点 r 时，中值点依然趋向于区间中点。 

3. 结束语 

本文讨论了三种基本初等函数——幂函数、指数函数、对数函数的拉格朗日中值点的渐近性问题。

除幂函数当左端点为 0 时，中值θ 取定值外，其余情形的幂函数、指数函数、对数函数中值点的渐近性

结果均相似，即随着区间右端点 x 趋向于左端点 r 时，拉格朗日中值点趋向于区间的中点。这一结果也

与文献中的结果类似，但除幂函数中当幂指数取正整数且左端点为 0 时满足文献中的定理条件外，其余

情形的幂函数、指数函数、对数函数均不满足文献中定理要求的条件，可见文献中的定理条件仅是充分

条件，而非必要条件。 
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