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摘  要 

本文的目标是获得非局部随机扩散方程解的Hölder连续性。利用Campanato估计和Sobolev嵌入定理，

首先证明了非局部随机扩散方程的温和解的Hölder连续性，即解u属于空间 ( )( ); p
TC D L Ωβ 。其次，通

过使用尾估计，得到了 ( )( );p
TL C D

∗
Ω β 中的温和解的估计。 
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Abstract 
In this paper, we aim to obtain the Hölder continuous of solutions to nonlocal stochastic equations. 
By using Campanato estimates and Sobolev embedding theorem, we first prove the Hölder conti-
nuous of the mild solution of nonlocalstochastic diffusion equations in the sense that the solution 
u belongs to the space ( )( ); p

TC D L Ωβ . Then by using tail estimates, we obtain the estimates of the 

mild solution in ( )( );p
TL C D

∗
Ω β . 
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1. 引言 

设 0T > ， D ⊂ �并且 [ ]: 0,TD T D= × 。设 { }{ }0
, , ,

t≥
Ω   是一个给定的过滤概率空间。文章[1] [2]

获得了 ( ) ( )( ), ; ;p p
TD Lθ δ � 空间(见定义 2.1)的奇异随机积分的正则性，其中 1, 0, 0p θ δ> > > 。进一步，

借助 Sobolev 嵌入定理对于任意的 1θ > ， ( ) ( )( ), ; ;p P
TD C D Lθ γδ Ω� ，获得了在 Hölder 空间 

( )( ); p
TC D Lγ Ω  (

( )3 1
p
θ

γ
−

= )中解的估计。本文的目标是得到 ( )( );p
TL C DβΩ  (

( )3 1
p
θ

β
−

= )中解的估计，

我们考虑如下方程 

( ) 0d d , d , 0,t t tu u t g t x B uα
=

= ∆ + =�                            (1) 

其中 ( )αα∆ = − −∆ ， tB�为具有 Hurst 参数
10,
2

 ∈ 
 

� 的一维分数布朗运动。设方程(1)的 mild 解记为 

( ) ( ) ( ) ( )
0

, : , , d d .
t

g t x K t r y g r x y y B t= − −∫ ∫ �

�
  

非局部扩散方程的起源可以追溯到 1899 年分子间作用力的发现，分子间作用力的发现打破了牛顿的

传统力学体系。于是，物理学上的突破也引申到数学上，与牛顿力学体系对应的是我们熟知的局部扩散

方程。而与分子间作用力对应的方程是非局部扩散方程，作为微分方程的重要分支，非局部扩散方程从

20 世纪 70 年代才开始逐步发展并且成熟起来。非局部扩散方程比很多其他方程有更广泛的应用，渗透

在生物模型，化学反应模型，物理模型等各个方面。 
让我们首先回顾一下关于随机偏微分方程(SPDE)解的正则性的相关结论。与确定性抛物方程一样，

随机偏微分方程的正则性研究主要包括两个部分：一个是 Lp理论，另一个是 Schauder 理论(Hölder 连续

估计)。关于 Lp理论的最早结果出现在 Krylov 的[3] [4]中。Kim-Kim [5]考虑了由 Lévy 过程驱动的随机偏

微分方程的 Lp 理论。Zhang [6]获得了一般测度空间上半线性随机偏微分方程的 Lp 理论并且[7]证明了确

定性非局部抛物偏微分方程的 Lp极大正则性和 Cauchy 过程驱动的随机微分方程的 Krylov 估计。 

分数布朗运动出现在许多复杂现象模型的应用中。当分数布朗运动的 Hurst 参数
1
2

=� 时，分数布朗 

运动成为标准布朗运动。分数布朗运动与标准布朗运动的不同之处在于分数布朗运动缺少半鞅性、马尔

可夫性和其他经典的随机过程理论[8]。分数布朗运动作为一个中心高斯过程，它的特点是其增量的平稳

性和中或长记忆的性质。长记忆特性使分数布朗运动成为许多领域建模的候选者[9]。对于与分数布朗运

动有关的数学模型是近年来的研究热点。如 Boufoussi 和 Hajji [10]研究了由分数布朗运动驱动的中立型

随机泛函微分方程解的存在唯一性和指数渐近行为；Caraball 等[11]研究了具有分数布朗运动驱动的随机

延迟演化方程解的存在性和指数行为；Li 和 Yan [12]讨论了在希尔伯特空间上由分数布朗运动驱动的一

类中立随机泛函微分方程的遍历性和平稳解；Xu 等[13]讨论了由分数布朗运动驱动的二阶中立型随机泛
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函微分方程的全局吸引集和指数衰减。 
许多作者对随机偏微分方程的 Hölder 估计越来越感兴趣。Hsu 等[14]建立了半线性随机偏微分方程

的随机 De Giorgi 迭代和正则性。Du 和 Liu [15]获得了随机偏微分方程解的 Schauder 估计。结合确定性

理论和卷积性质，Debussche 等[16]建立了抛物型拟线性随机偏微分方程的正则性结果。Kuksin 等[17]获
得了有界域上抛物型随机偏微分方程解的 Hölder 估计。最近，Tian 等[18]利用尾估计获得了非局部随机

扩散方程温和解的 Hölder 估计。论文[19]考虑了由布朗运动驱动的非局部随机抛物型偏微分方程的正则

性。本文旨在将[19]的结果推广到由 Hurst 参数 ( )0,1 2∈� 的分数布朗运动驱动的抛物型非局部随机偏微

分方程的正则性。 

2. 预备知识 

假设对于 ( ),X t x= ∈ ×� �， ( ),Y s y= ∈ ×� �，有 

( )
1
2, : max , .X Y x y t sδ  = − − 

 
 

假设 ( )cQ X 是一个以 ( ),X t x= 为圆心， 0c > 为半径的球，即 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )2 2: , : , , .c cQ X Y s y X Y c t c t c B xδ= = ∈ × < = − + ×� �  

固定任意的 ( )0,T ∈ ∞ ， ( ): 0,T T= ×� 表示一个光滑的区域。设 D 是一个有界区域 D∈�，对于一个

点 TX D∈ ， ( ) ( ), : T rD X r D Q X= ∩ 并且 ( ) ( )d D diam D= 。我们首先介绍 Campanato 空间的定义。 

定义 2.1 [20]设 1p ≥ ， 0θ ≥ 。如果一个函数 u 满足 

[ ] ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ),

1

,; ,, 0

1sup d ,  ,
,

p
T

T

p
p p

X TD D XX D d D
u u Y u Y u L D

D X c
θ ρθδ ρρ∈ ≥ >

 
 = − < ∞ ∈
 
 

∫
 

其中 ( ),D X ρ 表示 Borel 集 ( ),D X ρ 的 Lebesgue 测度并且 

( ) ( ) ( ), ,

1: d ,
,X D X

u u Y Y
D Xρ ρρ

= ∫  

则称 u 属于 Campanato 空间 ( ), ;p Dθ δ ，该空间为 ( )pL D 的子空间。对于 ( ), ;p
Tu Dθ δ∈ ，定义 

( ) ( ) [ ] ( )( ), ,

1

; ;
.: pp p p

T T T

p
D L D Du uu θ θδ δ

= +
 

 

定义 2.2 [19]设 0 1γ< ≤ ，如果函数 u 满足 

( ) ( )

( ) ( )
( ); , 0

[ ] : sup ,
,T

T
C D X D d D

u X u Y
u

X Y
γ γδ ρ δ∈ ≥ >

−
= < ∞  

则称 u 属于 Hölder 空间 ( );TC Dγ δ 。对于 ( );Tu C Dγ δ∈ ，定义 

( ) [ ] ( ); ;
: su .p

T T
T

C D C D
D

u u uγ γδ δ
= +  

定义 2.3 设 TD ⊂ � 是一个域，如果存在 0A > 使得对于任意的 TX D∈ ， ( )0 d Dρ< ≤ ，使得

( ) ( ) ( ),T TD X D Q X A Q Xρ ρρ = ∩ ≥ ，那么域 TD 叫做 A-类。 

下面是一些符号说明。 
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给定两个集合 1B 和 2B ，关系 1 2B B= 意味着 1 2B B⊂ 并且 2 1B B⊂ 。符号 ( ) ( )f x g x≈ 表示有一个独立

于 x 的数字 0 C< < ∞，即一个常数，这样对于每个 x，我们都有 ( ) ( ) ( )1C f x g x Cf x− ≤ ≤ 。然后我们有下

面关于上面定义的两个空间的比较的关系。 

命题 2.4 设 TD 是一个有界区域，则对于任意 1p ≥ 和1 1
3
pθ< < + ，有 ( ) ( ), ; ;p

T TD C Dθ γδ δ≅ ，其中

( )3 1
p
θ

γ
−

= 。 

我们想用尾估计来得到随机偏微分方程的解 u 的有界性结果 

[ )( )0, ,    1.p
C T Du C pγ ×

≤ ≥  

将使用尾估计和 Hölder 空间与 Campanato 空间之间的等价，事实上对于任意常数 0M > ， 

( ) ( )

{ }
{ } { }

{ }

1
0

1 1
0

1

d

d

d d

d ,

p p

p

M p p
M

P p
M

X X

p X a a a

p X a a a p X a a a

M p X a a a

ω
Ω

∞ −

∞− −

∞ −

=

= >

= > + >

≤ + >

∫

∫

∫ ∫

∫

 



 



 

为了得到 pL 有界性，根据上面的不等式，我们只需要证明第二个积分是有界的。 
命题 2.5 [21]设 ( )0 ,pu L∈ Ω� 。考虑柯西问题 

( ) ( ) ( ) ( )0, , , 0, ; 0, ,tu t x u t x t x u x u xα∂ = ∆ > ∈ =�                      (2) 

那么对于任意的 0 1β< < ， ( ) ( ) ( )

1
2 2

0, p
p

LC
u t Ct uβ

β
α α

− −
⋅ ≤

��
，并且对于任意的 0τ > ， 

( ) ( ) ( )

1
2

0, , p
p

Lu t x u t x Ct u
β

βατ τ
− −

+ − ≤
�
。 

我们回顾一些满足 tK Kα= ∆ 的核函数 ( ), ,K t x y 的一些性质(参见[21] [22] [23] [24])。 
1) 对于任意的 0t > ， ( ) ( )1, 1

L
K t ⋅ =

�
； 

2) 对于每一个 0t > ， ( ), ,K t x y 在区间 ( ),∞ 中属于C∞ ； 

3)对于任意的 0t > ， ,x y∈�， x y≠ ， ( ),K t x 的渐进估计为 ( )
3
2

5, , min ,x
tK t x y y x t

y x

−  ∇ ≈ −  
−  

。 

最后，我们介绍关于分数布朗运动的维纳积分的一些基本结果。设 { }{ }0
, , ,

t≥
Ω   是一个过滤概率

空间。假设 ( )B t� ， [ ]0,t T∈ 是具有 Hurst 参数
10,
2

 ∈ 
 

� 的一维分数布朗运动。这意味着 B�是一个中心

高斯过程，协方差函数为 

( ) ( ) ( )22 21, ,
2t sR t s B B t s t s= = + − − �� � � �

�   

考虑核 

( ) ( )
1

1 1 312
2 2 22

1 1, ( ) d , 0 , ,
2 2

t

s

tK t s c t s s u s u u t s
s

−
− − −−   = − − − − < < >   

 

 
 
 
 

  ∫
�

� � ��
� � � �  
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其中

( ) 11 2 1 2 ,
2

c
β

=
 − − + 
 

�
�

� � �
， ( ),β ⋅ ⋅ 表示 Beta 函数。如果 t s≤ ，则 ( ), 0K t s =� 。由上式可知 

( ) ( )
11
22, 2 .K t s c t s s

−− 
≤ − +  

 

��
� �                              (3) 

由[25]知， 

( ) ( )
3
2

1, .
2

K t s c t s
t

−∂  ≤ − − ∂  
��

� �                              (4) 

考虑从到 [ ]( )2 0,L T 的算子 *
,TK�  [13]， 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )*
, , , d ,

T
T s

KK s K T s s r s r s r
r

ϕ ϕ ϕ ϕ
∂

= + −
∂∫ �

� �                     (5) 

则 *
,TK� 是一个和 [ ]( )2 0,L T 之间的等距算子。 

考虑 [ ]{ }, 0,tW W t T= ∈ ，定义 ( ) [ ]( )( )1

0,11tW B K
−∗= �

� ，则 W 是一个维纳过程，并且过程 B�有积分表

示 ( ) ( ) ( )
0

, d
t

B t K t s W s= ∫�
� 。此外，对于任何一个ϕ∈，我们都有 

( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0

d d .
T T

s B s K t W tϕ ϕ∗=∫ ∫�
�                             (6) 

3. Hölder 估计 

本文的假设如下： 

(H1)对于任意的 [ ], 0,t s T∈ ， z∈�且 1q > ，有 ( ) ( ) ( ) 1, , d
q qK t z K s z z t s γ− ≤ −∫� ，其中 1γ 为一个依赖

于 q 的常数。 
(H2)对于任意的 [ ], 0,t s T∈ ，z∈�且 1p > ，有 ( ) ( ) ( ) 2, , d

p pg t z g s z z t s γ− ≤ −∫� ，其中 2γ 为一个依赖

于 p 的常数。 

定理 3.1 设 D 是一个 A-类有界域使得 TD ⊂ 。假设对于
1p
α

> ， ( )( ); p
locg L L∞

+∈ Ω×� � 是一个 t 适

应过程， 0 β α< < 且 ( ) 1 0pα β− − ≥ 。(H1)和(H2)成立。则方程(1)存在 mild 解 u，使得 

( ) ( )( ) ( )( ), ; ; ;p p p
T Tu D L L C Dθ βδ∈ Ω ∩ Ω ，且 

( ) ( )( ) [ ] ( )( ), ; ; 0, ; ,p p p
TD L L T LCu gθ δ ∞Ω Ω×

≤
�

                          (7) 

( )( ) [ ] ( )( ); 0, ; ,p p
TC D L L T Lu C gβ ∞Ω Ω×

≤
�

                            (8) 

其中 1
3
pβθ = + 。进一步，取 0

2
pβ

< < ，
3q >

，对于任意的1 r q< < ， 

( ) [ ] ( )( ); 0, ; ,r pq
TL C D L T LCu gβ∗ ∞ 

 
 
Ω Ω×

≤
�

                            (9) 

其中
2
p

β β∗ = −

。 

证明：在上述假设下方程(1)温和解的存在性是一个经典结果。现在我们证明不等式(7)。由于

Campanato 空间的定义，只需证明 [ ] ( ) ( )( ), ; ;p p
T

p

D Lu θ δ Ω
< ∞


。 
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首先，根据定义 2.1 有， 

[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, 1; ; , ,, , ,0

1 , , 0, , ,0

0

1
, , ,0

1sup , , d d d d
,
1sup , , d d
,

  , , d d d d d d

1: sup
,

p p
T

T

T

T

pp

D L D X c D X cD X c X D c d D

t

D X c D X cD X c X D c d D

ps

D XD X c X D c d D

u u t x u s y t x s y
D X c

K t r x z g r z z B r
D X c

K s r y z g r z z B r t x s y

D X c

θ θδ

θ

θ

+Ω
∈ < ≤

+
∈ < ≤

+
∈ < ≤

≤ −

≤ − −

− − −

=

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

�

�

�

�







( )( ), ,

d d d d .
D X c c

t x s yΥ∫ ∫

 

由公式(5)和(6)，有 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
0

1

1 *
0

1 *

2 , , , d d

2 , , d d

2 , , , d d

2 , , d d

psp

ptp
s

psp

ptp
s

K t r x z K s r y z g r z z B r

K s r y z g r z z B r

K K t r x z K s r y z g r z z r W r

K K s r y z g r z z r W r

−

−

−

−

Υ ≤ − − − − −

+ − −

 
 ≤ − − − − −

 + − − 

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

�

�

�

�

� �

� �



 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

0
2 , , , , d

, , , d

, , , d , d d

2 , , , d

, , d , , d , d

sp

p

tp

s

s

r

K s r K t r x z K s r y z g r z z r

K t m x z K s m y z g m z z r

KK t r x z K s r y z g r z z r m r m W r
m

K t r K s r y z g r z z

KK t m x z g m z z K t r x z g r z z m r m
m

−

−

≤ − − − − −

 − − − − −

∂ − − − − − −  ∂ 

+ −




−

∂ + − − − − −  ∂

+

∫

∫

∫

∫

∫ ∫

∫

∫ ∫

� �

�

�
�

� �

�
� �

( )d
t

r

p

W r
∫

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
0

2 2
0

2 2

2 2

2 , , , , d d
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其中 C1为一个常数。下面，分别估计 H1，H2，H3，H4。利用不等式(3)和假设(H1)，有 
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根据假设(H1)，(H2)和公式(4)，有 
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利用假设(H1)和公式(4)，有 
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假设 ( ), T cD X c D Q= ∩ 且 ( )0 0,c cQ Q t x= 。根据假设 ( ) ( )0 0, ,ct x Q t x∈ ， ( ) ( )0 0, ,cs y Q t x∈ ，有 
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由 A-类有界区域的定义，有 
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其中 2C 为一个常数， 1
3
pβθ = + ，即不等式(7)成立。因此利用命题 2.1 可以得到不等式(8)。 

下面证明不等式(9)。为了使用尾估计，我们首先考虑以下估计。设 ( )0 0, T Tt x D∈ ⊂ 且 
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对于 1I ， 
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其中 ( )
112 2 1,T cQ D Q t x= ∩ 。为简单起见，我们假设 1 12Q Q≥ 。相反的，我们可以改变 1Q 和 12Q 的位置。

因此 12 0I ≤ 。现在考虑 11I 这一项。在给出 11I 的估计之前，我们首先回顾一下我们的目标。为了应用尾部

估计，我们希望得到 11I 的估计，即存在 0δ > ，使得 ( )11 1 2I C t t δ≤ − 。显然 

( ) 3
1 12 1 2 1 1 1\ , .Q Q C t t c Q Cc≤ − ≈  

假设 t s> ，则 
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类似不等式(7)的证明有 
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因为 ( ) 1,t x Q∈ ，( ) 1,s y Q∈ ，所以 2
10 2t s c≤ − ≤ ， 1 1 12x y x x y x c− ≤ − + − ≤ ，利用上述不等式和 A-

类有界区域的性质有 
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因为 TD 是一个 A-类有界区域，所以 12c D≤ ， 
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其中 C 是一个不依赖于 1c 的正常数。显然 1 12 1\Q Q Q⊂ ，取 0
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类似地，我们可以得到 

( ) ( ) ( ) [ ] ( )( )( )12 1 12\ 1

22
3\ 1 1 2; 0, ;, , d d d d , .p pQ

pp p
Q Q Q L L T Lu t x u s y t x s y C D T g Q t t

β δ δ
∞

−
+

Ω
− ≤ −∫ ∫

�
  

由 12 0I ≤ 有 
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其中
21

3
pβ δθ −

= + 。 

接下来我们估计 2I 。利用事实 
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其中 1
3

pβ δθ −
= + 。 

下面估计 3I 。利用事实 
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其中 1
3

pβ δθ −
= + 。因此根据公式(10)，(11)，(12)和(13)，有 
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设 [ ]20,1TD = ， [ ]0,2c∈ 。引入一系列集合， 
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从而 
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如果选择 [ ] ( )( )( ); 0, ;p p
p
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�

。通过使用嵌入不等式 ( )( ) ( )( ),; ; ; ;p p p
T TL D L C Dθ γδ δΩ ≅ Ω ，得到不

等式(9)。 

4. 总结 

本文利获得了非局部随机扩散方程解的 Hölder 连续性。首先利用 Campanato 估计证明了非局部随机

扩散方程的温和解的 Hölder 连续性，即解 u 属于空间 ( )( ); p
TC D Lβ Ω ，其中 β 为确定的 Hölder 连续指数。

其次，通过使用尾估计和 Sobolev 嵌入定理得到了 ( )( );p
TL C Dβ∗Ω 中温和解的估计。更重要的是，我们

在 β 和 β ∗ 两个指数之间给出了一个明确的公式。 
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