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摘  要 

本文利用数学归纳法证明sturm序列的性质——特征多项式的根是单根且相邻两个特征多项式的零点相

互隔离。用不同于教材中的方法证明该数值代数中的已知结论，有助于引导本科生探索不同的思考方式，

培养发散性思维能力。 
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Abstract 
This article uses mathematical induction to prove the property of sturm sequence that the zeros of 
the characteristic polynomials are simple and the zeros of two neighbouring characteristic poly-
nomials are isolated from each other. Utilizing the method different from that in textbooks to 
prove this known conclusion in numerical algebra can help guide undergraduate students to ex-
plore different ways of thinking and cultivate divergent thinking abilities. 
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1. 引言 

数学归纳法是数学解题中的一个重要工具，它是一种递推论证方法。论证的第一步是证明命题在 1n =  
(或 0n )时成立，这是递推的基础；第二步是假设在 n k= 时命题成立，再证明 1n k= + 时命题也成立。这

两个步骤密切相关，缺一不可，完成了这两步就可以断定“对任何自然数 n (或 0n n≥ 且 n N∈ )结论都正

确”。数学归纳法在数学中有着广泛的应用，常用来证明与自然数 n 有关的恒等式、不等式、数列、几

何、整除性、矩阵等命题。数值代数中，利用特征多项式方法求对称三对角矩阵特征值的二分法基于 

sturm 序列的性质[1] [2]。sturm 序列 ( ){ } 0

n
i i

P
=

λ 其中一个性质是特征多项式 ( )iP λ 的根是单根，且将多项式

( )1iP+ λ 的根严格隔离，本文将利用数学归纳法证明该性质。 

2. 预备知识 

设 n n× 维实对称三对角矩阵 
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其中 ( )0 0,1, ,ia i n≠ = � 。矩阵 T 的特征值可通过求解特征方程 ( )det 0T I− =λ 得到，其中 λ 为特征值，I
为 n 维单位矩阵。令 
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定义 r 次多项式 ( )rP λ 为 

( )
( ) ( )

0 1,

det .r r

P

P T I

=

= −

λ

λ λ
 

由此得到 

( )
( ) ( )( )

1 1

2
2 2 1 2

,

.

P b

P b b a

= −

= − − −

λ λ

λ λ λ
 

利用行列式展开简单计算可得如下递推关系式： 

( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 , 2,3, , .i i i i iP b P a P i n− −= − − = �λ λ λ λ  

多项式序列 ( ){ } 0

n
i i

P
=

λ 称为 sturm 序列。其具有如下四个性质： 
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1) ( )( )sgn 1iP −∞ = ， ( )( ) ( )sgn 1 i
iP +∞ = − ； 

2) 相邻多项式没有公共根； 
3) 若 ( ) 0iP =µ ，则 ( ) ( )1 1 0i iP P− + <µ µ ； 
4) 多项式 ( )iP λ 只有实的单根，将多项式 ( )1iP+ λ 的根严格隔开。 

3. 主要结果 

下面我们用数学归纳法证明多项式 ( )iP λ 的根是单根，且将多项式 ( )1iP+ λ 的根严格隔开。为证明的

需要，我们引入以下引理，可参见文献[3]和文献[4]。 
引理 考虑 n n× 维箭形实矩阵 

T

,
D z

H
z

 
=  
 α

 

其中 

( )T
1 2 1, , , , 0, 1,2, , 1,n jz z z z z j n−= ≠ = −� �  

( )1 2 1 1 2 1, , , , .n nD diag d d d d d d− −= < < <� �  
假设矩阵 H 的特征值从小到大排列为 1 2 n≤ ≤ ≤�λ λ λ ，则有 

1 1 2 1 1 .n n nd d− −< < < < < <�λ λ λ λ  

定理 多项式 ( ) , 1,2, ,iP i n= �λ 的根是实的单根，且将多项式 ( )1iP+ λ 的根严格隔开。 
证明 矩阵 T 是实的对称矩阵，故特征值均为实数。我们首先利用数学归纳法证明 ( )iP λ 的根是单根。

当 1n = 时， ( )1 1P b= −λ λ 的根显然是单根，当 1n t= − 时，假设多项式 ( )1tP− λ 的根是单根。考虑如下 t 阶
矩阵 
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其中 ( )T 1ˆ 0, ,0, t
t ta a R −= ∈� .由于 1tT − 是对称矩阵，因此存在正交分解 

1 ,tT U UD− =                                       (1) 

其中 U 是正交矩阵， ( )1 2 1, , , tD diag d d d −= � 是对角矩阵。由归纳假设可知， id 之间两两不同，不妨设

1 1td d −< <� .注意到 U 的第 i 列 ( )T
,1 ,2 , 1, , ,i i i i tu u u u −= � 是 1tT − 的特征值 id 对应的的特征向量，即 
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由此可得 

1 , 2 1 , 1 , 1.t i t t i t i i ta u b u d u− − − − −+ =  
若 , 1 0i tu − = ，因为 ( )0 2,3, ,ia i n≠ = � ，故只有 , 2 0i tu − = 。依次类推可得特征向量 0iu = ，这与特征向
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量不为零向量相矛盾，因此 , 1 0, 1,2, , 1i tu i t− ≠ = −� ，即矩阵 U 的最后一行元素均非零。由分解(1)可把 tT 表

示为如下形式， 
T T

T

ˆ
.

1 ˆ 1
t

t
t t

U D U a U
T

a U b
    

=     
    

                          (2) 

因为向量 ( )T
1, 1 2, 1 1, 1ˆ , , ,t t t t t t t ta U a u a u a u− − − −= � 的元素均非零，且矩阵 ( )1 2 1, , , tD diag d d d −= � 的对角元素

1 1td d −< <� ，因此可利用引理得到 tT 的 t 个特征值 1 2 t≤ ≤ ≤�λ λ λ 满足 

1 1 2 2 1 1n n nd d d− −< < < < < < <�λ λ λ λ ，即矩阵 tT 无重特征根。根据数学归纳法， ( ) , 1,2, ,iP i n= �λ 的根是

实的单根。 
接下来我们利用数学归纳法证明 ( )iP λ 的根将 ( )1iP+ λ 的根严格隔开。当 1i = 时， ( )1P λ 的根是 1b 。根 

据引理的内容，二阶矩阵 1 2
2

2 2

b a
T

a b
 
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 

的两个特征值 1 2,λ λ ( )1 2≤λ λ 必定满足 1 1 2b< <λ λ ，即 ( )1P λ 的根把 

( )2P λ 的根隔开。假设多项式 ( )1tP− λ 的根将 ( )tP λ 的根严格隔开，记 ( )tP λ 的 t 个根为 1 2 t< < <�λ λ λ 。

由归纳假设可得， ( )tP λ 的根被 ( )1tP− λ 的 1t − 的根 1 2 1td d d −< < <� 严格隔开，即 

1 1 2 2 1 .t td d d −< < < < <�λ λ λ  

我们需要证明 ( )tP λ 的根将 ( )1tP+ λ 的根严格隔开。由于 tT 是对称矩阵，因此存在正交分解 1tTV VD= ，

其中 V 是正交矩阵， ( )1 1 2, , , tD diag= �λ λ λ 是对角矩阵。利用此分解可将 1tT + 表示为如下形式， 
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其中 ( )T0, ,0, t
t ta a R= ∈� � 。利用和分解(2)类似的证明方法可得矩阵 V 的最后一行元素均非零，则向量 T

ta V�

的元素均非零.当 1tT + 的 1t + 个特征值有大小关系 1 2 1t+< < <�ρ ρ ρ 时，可利用以上引理得到  

1 1 2 2 1.t t+< < < < < <�ρ λ ρ λ λ ρ  

由数学归纳法得到 ( )iP λ 的根将 ( )1iP+ λ 的根严格隔开。 

4. 结束语 

数学的发散性思维是数学素养的体现，更是逻辑思维能力的展现，良好的数学发散性思维对于学

生的学习来说事半功倍。因此，培养学生的数学发散性思维可以提高其对数学学习的兴趣，提高教学

质量。 
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