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摘  要 

以四面体框架上的Lagrange插值研究为基础，进一步研究了高维空间中单纯形上的Lagrange插值。给出
了构造超四面体框架上四元Lagrange插值可解结点组的迭代方法，并给出了n维空间中单纯形上的

Lagrange插值算法，最后给出具体实例进行验证。 
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Abstract 
Building upon the research on Lagrange interpolation in the framework of tetrahedra, this study 
further investigates Lagrange interpolation on simplices in high-dimensional spaces. An iterative 
method is proposed for constructing solvable node sets for four-element Lagrange interpolation 
on hyper-tetrahedra frameworks. Additionally, a Lagrange interpolation algorithm on simplices in 
n-dimensional space is provided. Finally, specific examples are presented to validate the proposed 
approach. 
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1. 引言 

多元 Lagrange 插值是计算数学领域的一个重要研究课题(由文献[1])，在进行关于多元函数插值的研

究时，多元插值函数的适定性问题是一个基本问题。国内外有关这一问题的研究主要分为两类，一类是

给定插值空间，去构造适定的插值结点组；另一类是给定结点组，去构造具有最低可能次数的正则插值

空间。目前，关于在整个空间进行插值以及关于定义于空间中一般代数流形上进行 Lagrange 插值的研究

比较多[2]，在有关单纯形上 Lagrange 插值问题的研究中，以往的学者研究了三角形网格和四面体框架上

的 Lagrange 插值方法(由文献[1] [3] [4])，而在四维空间或更高维空间中的单纯形上进行 Lagrange 插值的

研究并不多见。梁学章等人在[5]中讨论了高维空间中代数流形上多元 Lagrange 插值问题，在[6]中讨论了

Cs中的多元 Lagrange 插值及插值适定结点组的构造，张洁琳在[7]中深入研究了 n 元函数的 Lagrange 插

值问题。本文主要讲述高维空间中单纯形上的多元 Lagrange 插值。 
单纯形上的多元 Lagrange 插值在许多科学研究中有广泛的应用。例如：在材料科学领域，在高维空

间中的物理过程建模中，比如四维或更高维的空间，Lagrange 插值可用于在单纯形上进行有限元分析，

这对于研究人员模拟材料的变形、热传导等物理过程非常有用，有助于优化材料的设计和预测其性能；

在医学影像重建中使用高维单纯形上的 Lagrange 插值可以对离散化的医学影像数据进行插值和重建，从

而生成更准确和平滑的图像，改善图像质量、提高分辨率并减少噪声，从而帮助医生进行更准确的诊断

和治疗决策。因此，高维空间中单纯形上多元 Lagrange 插值的研究意义重大。 

2. 基本定义和定理 

本文主要研究高维空间中单纯形上进行多元 Lagrange 插值的问题。首先，给出 n 元 Lagrange 插值问

题的相关定义及定理： 

设 m 为任意整数，n 为非负整数， 1 2, ,k k k 为自然数，定义符号 ( )n
m

m n
e

n
+ 

=  
 

，再定义符号 

( ) ( )n
m

m n m n k
e k

n n
+ + −   

= −   
   

，及符号 

( ) ( ) 1 2 1 2
1 2,n

m

m n m k n m k n m k k n
e k k

n n n n
+ − + − + − − +       

= − − +       
         

( )n
mP 代表所有次数不超过 m 的 n 元复系数多项式空间，即 

( ) 1 2
1 2

0
|nn

m n i
m

P a x x x C
≤ ≤

  = ∈ 
  
∑ � αα α

α
α

α  

其中 1 2 n= + + +�α α α α ， iα 为非负整数。 

定义 1 ( ( )n
mP 上的插值适定结点组的概念) 

设 ( ){ }
( )

1

n
mei

i
A Q

=
= 是 n 维复数空间 nC 中 ( )n

me 个互不相同的点构成的点集，如果对于任意给定的复数组

( ){ }
( )

1

n
mei

i
q

=
，恒存在一个多项式 ( ) ( )n

mf X P∈ ，使之满足 ( )( ) ( ), 1, ,i n
i mf Q q i e= = � ，则称 ( ){ }

( )

1

n
mei

i
A Q

=
= 为 ( )n

mP 上
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的一个插值适定结点组。 
定义 2 (k 次代数超曲面上的插值适定结点组) 

设 k 为自然数， ( ) 0P X = 为 nC 中一个 k 次无重复分量的代数超曲面，设 ( ){ }
( ) ( )

1

n
me ki

i
A Q

=
= 为超曲面

( ) 0P X = 上的 ( )n
me k 个互不相同的点构成的点集，若存在一个多项式 ( ) ( )n

mf X P∈ ，使之对任意给定的复

数组 ( ){ }
( ) ( )

1

n
me ki

i
q

=
都满足插值条件 ( )( ) ( ) ( ), 1, ,i n

i mf Q q i e k= = � ，则称 ( ){ }
( ) ( )

1

n
me ki

i
A Q

=
= 为沿 k 次代数超曲面

( ) 0P X = 上的 m 次插值适定结点组。 

定义 3 (次数分别为 1 2,k k 的代数超曲面相交于代数流形上的插值适定结点组) 
设 1 2,k k 为自然数， ( )1 2,S P P= 为 nC 中两个次数分别为 1 2,k k 的无重复分量的代数超曲面 ( )1 0P X = ，

( )2 0P X = 充分相交的代数流形，设 ( ){ }
( ) ( )1 2,

1

n
me k ki

i
A Q

=
= 为 S 上的 ( )1 2,n

me k k 个互不相同的点构成的点集，若

存 在 一 个 多 项 式 ( ) ( )n
mf X P∈ ， 使 之 对 任 意 给 定 的 复 数 组 ( ){ }

( ) ( )1 2,

1

n
me k ki

i
q

=
都 满 足 插 值 条 件

( )( ) ( ) ( )1 2, 1, , ,i n
i mf Q q i e k k= = � ，则称 ( ){ }

( ) ( )1 2,

1

n
me k ki

i
A Q

=
= 为沿代数流形 S 上的 m 次插值适定结点组。 

定义 4 (单纯形的定义) 

定义代数簇 ( ){ }1 2 1 2, , , | 1, 0, 1,2, ,n
n n n iS x x x C x x x x i n= ∈ + + + ≤ ≥ =� � � 作为几何对象，称 nS 为单

纯形。 
定理 1 (基本定理) 

( ){ }
( )

1

n
mei

i
Q

=
是 ( )n

mP 中的一个m次插值适定结点组当且仅当 ( ){ }
( )

1

n
mei

i
Q

=
不落在 ( )n

mP 中的任意一个m次代数超

曲面上。 
定理 2 ( ( )n

mP 中插值适定结点组的添加代数超曲面法) 

( ){ }
( )

1

n
mei

i
A q

=
= 是 ( ) ( )2n

mP n ≥ 的适定结点组，做一个不通过 A 中任何点的 k 次无重复分量的代数超曲面

( ) 0Q x = ，任取超曲面 ( ) 0Q x = 上的 m + k 次插值适定结点组 ( )n
m kB I Q+∈ ，则 A B∪ 必构成 ( )n

m kP + 的插值

适定结点组。 
在高维空间中下面首先给出一个四维空间上构造四元多项式空间 (4)

mP 插值适定结点组的超四面体迭

代法，主要研究结果如下： 
定理 3：在四维空间 C4上做 5 个超平面 iπ ，使其交成一个超四面体(如图 1 四维空间投影到三维空间

的一个超四面体)，在超四面体的 10 条边上(不过顶点)分别取 m − 1 个互异点，在每个超平面所在的四个

平面(不在边)上分别取沿平面的 m-3 次插值可解结点组，再在每个超平面 iπ  (不在平面和边)上分别取沿

该超平面的 m − 4 次插值可解结点组。将沿超平面 iπ 的 m − 4 次插值可解结点组记为 iA ，则： 
(1) iA 加上超平面 iπ 所在的四个平面中任意 1 个平面的 m − 3 次插值可解结点组构成 iπ 的 m − 3 次

插值可解结点组。 
(2) iA 加上超平面 iπ 所在的四个平面中任意 2 个平面的 m − 3 次插值可解结点组，再加上 iπ 所在的

六条边中任意 1 条边上的 m − 1 个互异点构成 iπ 的 m − 2 次插值可解结点组。 
(3) iA 加上超平面 iπ 所在的四个平面中任意 3 个平面的 m − 3 次插值可解结点组，加上 iπ 所在的六

条边中任意 3 条边上的 m − 1 个互异点，再加上 iπ 所在四个顶点中的任意 1 个顶点构成 iπ 的 m − 1 次插

值可解结点组。 
(4) iA 加上超平面 iπ 所在的四个平面中全部平面的 m − 3 次插值可解结点组，加上 iπ 所在的六条边
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中所有边上的 m − 1 个互异点，再加上 iπ 所在的四个顶点构成 iπ 的 m 次插值可解结点组。 
如果用 ( )1,2,3,4,5iB i = 表示(4)中所有点共同组成的点集，则： 
定 理 4 ：如 果 0B 表 示超 四 面体外 关 于 ( )4

5mP − 的一 个 m − 5 次 插值适 定 结点组 ， 则

0 1 2 3 4 5B B B B B B∪ ∪ ∪ ∪ ∪ 必构成 ( )4
mP 的插值适定结点组。 

 

 
Figure 1. Projection of a hypertetrahedron in three dimensions

 
图 1. 超四面体在三维空间的投影 

3. 定理的证明 

为了证明本文的研究结果，下面给出与定理 3 和定理 4 的证明有关的两个引理： 

引理 1 [6]：在四维空间中，超平面 ( ) 0X =π 上的点组{ }
( ) ( )4 1

1
me

i i
Q

=
能够构成沿超平面 ( ) 0X =π 的 m 次插

值适定结点组的充要条件是： ( ) ( )4
mg X P∀ ∈ 且满足零插值条件 ( ) ( ) ( )40, 1, , 1i mg Q i e= = � ，都存在如下形式

的分解： 

( ) ( ) ( )g X X r X=π  

其中，当 1m ≥ 时， ( ) ( )4
1mr X P −∈ ，当 1m < 时， ( ) 0r X ≡ 。 

引理 2 [6]：如果四维空间中两超平面 ( )1 0h X = 与 ( )2 0h X = 相交于一个四维空间中平面 ( )1 2,C S h h=

(C 表示 ( )1h X 与 ( )2h X 公共零点的集合)，那么位于 C 上的点组{ }
( ) ( )4 1,1

1
me

i i
Q

=
能做成 C 的 m 次插值可解结点

组的充要条件是： ( ) ( )4
mg X P∀ ∈ 且满足零插值条件 ( ) ( ) ( )40, 1,2, , 1,1i mg Q i e= = � ，都存在如下形式的分解： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2g X X h X X h X= +α β
 

其中 ( ) ( )4
1mX P −∈α ， ( ) ( )4

1mX P −∈β 。 
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引理 1 与引理 2 的证明分别与文献[6]中的引理 3.1 及引理 2.9 的证明类似。 
定理 3 的证明： 

先证明(1)，设 { }
( )( )( )1 2 3

61 1

m m m

i i
A Q

− − −

=
= 是沿超平面 1π 的 m − 4 次插值适定结点组。取平面 ABC 上的

( )( )1 2
2

m m− −
个点为 { }

( )( )1 2
2

1

m m

i i
A Q

− −

=
= ，则 A 构成沿平面 1 2 ABC=∩π π 上的 m − 3 次插值适定结点组。 

对于 ( )4
3mP P −∀ ∈ 且 ( ) 0,i iP Q Q A= ∀ ∈ ，由引理 2 得 1 2P = +απ βπ ，又 ( ) 0,i iP Q Q A= ∀ ∈ ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 0i i i i iP Q Q Q Q Q= + =α π β π 所以， ( ) 10,i iQ Q A= ∀ ∈β ，因为 1A 是沿超平面 1π 的 m − 4 次插值

适定结点组， β 为 m − 4 次多项式，那么由引理 1 可得 1r=β π 。 
则 ( )1 1 2 2 1 1P r r r= + = + =απ π π α π π π ，(1)得证，(2) (3) (4)同理可证，定理 3 证毕。 

定理 4 的证明： 
因为 iA 为超平面 iπ 上的 m − 4 次插值可解结点组，又知 0B 是 ( )4

5mP − 的一个 m − 5 次插值适定结点组，

且超平面 iπ 不通过 0B 中的点，由定理 2 可得 0 iB A∪ 必构成 ( )4
4mP − 的插值适定结点组。 

然后使用定理 3 中(1)的方法可得到超平面 ( )j j i≠π 上的一个 m − 3 次插值可解结点组，记为 jA ，则

0 i jB A A∪ ∪ 构成 ( )4
3mP − 的插值适定结点组，重复以上的这个过程，并且继续使用定理 3 可以得到

( )0 ; , , , , 1,2,3,4,5i j k l sB A A A A A i j k l s i j k l s≠ ≠ ≠ ≠ =∪ ∪ ∪ ∪ ∪ 这些点集必构成 ( )4
mP 的插值适定结点组。 

0 i j k l sB A A A A A∪ ∪ ∪ ∪ ∪ 中所含点恰好与 0 1 2 3 4 5B B B B B B∪ ∪ ∪ ∪ ∪ 中所含点相同，且所含点的个数

都等于 ( )4
mP 的维数，定理 4 证毕。 

由此研究结果可以得到四维空间中单纯形上 Lagrange 插值的一个构造算法，进而可以推广到 n 维空

间中单纯形上 Lagrange 插值的一个构造算法，如下所示。 
4. 构造算法及具体实例 

假设 n 维单纯形的 n + 1 个超平面表示为： 

( )
( )

( )
( )

1,0 1 2 11 1 12 2 1 1, 1

2,0 1 2 21 1 22 2 2 2, 1

,0 1 2 1 1 2 2 , 1

1,0 1 2 1,1 1 1,2 2 1, 1, 1

, , , 0

, , , 0

, , , 0

, , , 0

n n n n

n n n n

n n n n nn n n n

n n n n n n n n n

S x x x a x a x a x a

S x x x a x a x a x a

S x x x a x a x a x a

S x x x a x a x a x a

+

+

+

+ + + + + +

= + + + + =

= + + + + =

= + + + + =

= + + + + =

� �

� �

�

� �

� �

 

用 n + 1 簇平行的超平面： 

( )
( )

( )

1

2

1

1, 1 2 11 1 12 2 1 1, 1 1 1 1

2, 1 2 21 1 22 2 2 2, 1 2 2 2

, 1 2 1 1 2 2 , 1

1,

, , , 0, 0,1,2, ,

, , , 0, 0,1,2, ,

, , , 0, 0,1,2, ,
n

n

i n n n n

i n n n n

n i n n n nn n n n n n n

n i

S x x x a x a x a x a i h i m

S x x x a x a x a x a i h i m

S x x x a x a x a x a i h i m

S x
+

+

+

+

+

= + + + + + ⋅ = =

= + + + + + ⋅ = =

= + + + + + ⋅ = =

� � �

� � �

�

� � �

( )1 2 1,1 1 1,2 2 1, 1, 1 1 1 1, , , 0, 0,1,2, ,n n n n n n n n n n nx x a x a x a x a i h i m+ + + + + + + += + + + + + ⋅ = =� � �

 

将单纯形作剖分。 
用 ( )

1 21 ,2 , , 1 2, , ,
ni i ni nQ x x x� � 表示为 ( )

11, 1 2, , ,i nS x x x� ， ( )
22, 1 2, , ,i nS x x x� ，�， ( ), 1 2, , ,

nn i nS x x x� 的交点， 

则 { }1 21 ,2 , , 1 2 1 1 2 1| 0,1, , ; 0,1, , ; ; 0,1, ,
nn i i ni n nQ i n i n i i n i i i −= = = − = − − − −� � � � � �η 构成 ( )n

mP 的适定结点组。令： 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1

1

2

2

1

1

1,0 1 2 1, 1 2 1, 1 2
0

1

2,0 1 2 2, 1 2 2, 1 2
0

1

,0 1 2 , 1 2 , 1 2
0

1,0 1 2 1, 1 2

, , , 1; , , , , , ,

, , , 1; , , , , , ,

, , , 1; , , , , , ,

, , , 1; , ,

n

n

n

i

n i n l n
l
i

n i n l n
l

i

n n n i n n l n
l

n n n i

A x x x A x x x S x x x

A x x x A x x x S x x x

A x x x A x x x S x x x

A x x x A x x
+

−

=

−

=

−

=

+ +

≡ =

≡ =

≡ =

≡

∏

∏

∏

� � �

� � �

�

� � �

� ( ) ( )
1 1

1, 1 2
0

, , , ,
ni

n n l n
l

x S x x x
+ −

+
=

= ∏� �

 

对应点
1 21 ,2 , , ni i niQ � 的 Lagrange 插值基本多项式为： 

( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 2

1 2 11 2

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2

1 ,2 , , 1 2

, 1 2 1, 1 21, 1 2 2, 1 2

1, 1 ,2 , , 2, 1 ,2 , , , 1 ,2 , , 1, 1 ,2 , ,

, , ,

, , , , , ,, , , , , ,
n

n n

n n n n n n

i i ni n

n i n n n i i i ni n i n

i i i ni i i i ni n i i i ni n n i i i i i ni

L x x x

A x x x A x x xA x x x A x x x

A Q A Q A Q A Q
−

−

+ − − − −

+ − − − −

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

�

�

� � � � �

�

� �� �
�

 

得到 nη 上的 Lagrange 插值公式为： 

( ) ( ) ( )
1 2 1 2

1 2

1 2 1 ,2 , , 1 ,2 , , 1 2
0

, , , , , ,
n n

n
n i i ni i i ni n

i i i n
P x x x f Q L x x x

≤ + + + ≤

= ∑ � �
�

� �  

具体算例： 
由于我们无法直观地想象高维空间中的单纯形，在这里，我们举常用到的二维空间及三维空间中有

关单纯形上 Lagrange 插值的具体例子。 
例 1：利用二维单纯形网格上的 Lagrange 插值公式构造如下多项式：三角形 ABC 为直角三角形(如

图 2)，被插值函数为 ( ) 1,
1

f x y
x y

=
+ +

，构造出二元一次插值多项式。 

 

 
Figure 2. Right-angled triangle ABC 
图 2. 直角三角形 ABC 

 
解：三角形 ABC 的 3 条边 BC，AC，AB 的方程分别为： 10 20 30; 1;S y S x y S x= = + − =  
取直角三角形 ABC 的三个插值结点(即三角形 ABC 的三个顶点)分别为： 
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( ) ( ) ( )10 20 10,21 11 201,0 , 0,0 , 0,1Q Q Q， ，  

则： 

10 11 10

20 21 20

30 31 30

1; ;
1; 1;
1;

A A S y
A A S x y
A A S x

≡ = =

≡ = = + −

≡ = =

 

对应所取结点的 Lagrange 插值基本多项式分别为： 

( ) ( ) ( )10 20 10 21 11 20, ; , 1 ; ,L x y x L x y x y L x y y= = − − =， ， ，  

函数 ( ),f x y 在所取结点处的函数值分别为： ( ) ( ) ( )10,20 10,21 11,20
1 1; 1;
2 2

f Q f Q f Q= = =
 

得二元一次插值多项式： ( ) 1 1, 1
2 2

P x y x y= − −  

经验证被插值函数 ( ),f x y 与所求多项式 ( ),P x y 在插值结点处的结果相等。取点
10,
2

 
 
 

及
1 1,
2 2

 
 
 

进

行验证，求得
1 20,
2 3

f   = 
 

，
1 30,
2 4

P  = 
 

，
1 1 1,
2 2 2

f   = 
 

，
1 1 1,
2 2 2

P  = 
 

，在点
10,
2

 
 
 

处插值误差 

1
2 3 1 0.083
3 4 12

t = − = ≈ ，在点
1 1,
2 2

 
 
 

处插值误差 2
1 1 0
2 2

t = − = 。 

例 2：给定四面体 O-ABC，它的三个面 OAB，OAC，OBC 分别是直角三角形(如图 3)，被插值函数

为 ( ) 1, ,
1

f x y z
x y z

=
+ + +

，利用三维单纯形网格上的 Lagrange 插值公式，构造出三元二次插值多项式。 

 

 
Figure 3. Tetrahedron O-ABC 
图 3. 四面体 O-ABC 

 
解：四面体 O-ABC 的四个面 OBC，OAC，OAB，ABC 的方程分别为： 

10 20 30 40; ; ; 2S z S x S y S x y z= = = = + + −  
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用平行平面 11 21 31 411; 1; 1; 1S z S x S y S x y z= − = − = − = + + − 将该四面体作等距剖分， 
取四面体 O-ABC 的十个插值结点分别为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )10,20,30 11,20,30 10,21,30 10,20,31 11,21,300,0,0 , 0,0,1 , 1,0,0 , 0,1,0 , 1,0,1Q Q Q Q Q  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )11,20,31 10,21,31 10,20,32 10,22,30 12,20,300,1,1 , 1,1,0 , 0,2,0 , 2,0,0 , 0,0,2Q Q Q Q Q  

则： 

( )
( )
( )

( )( )

10 11 10 12 10 11

20 21 20 22 20 21

30 31 30 32 30 31

40 41 40 42 40 41

1; ; 1 ;

1; ; 1 ;

1; ; 1 ;

1; 2; 2 1

A A S z A S S z z

A A S x A S S x x

A A S y A S S y y

A A S x y z A S S x y z x y z

≡ = = = ⋅ = −

≡ = = = ⋅ = −

≡ = = = ⋅ = −

≡ = = + + − = ⋅ = + + − + + −
 

对应所取结点的 Lagrange 插值基本多项式分别为： 

( )( )

( )
( )
( )

( ) ( ) ( )

10,20,30

11,20,30

10,21,30

10,20,31

11,21,30 11,20,31 10,21,31

10,20,32 10,22,30 12,20,30

1 2 1 ;
2

2 ;

2 ;

2 ;
; ; ;

1 1 1
; ;

2 2 2

L x y z x y z

L z x y z

L x x y z

L y x y z
L xz L yz L xy

y y x x z z
L L L

= + + − + + −

= − + + −

= − + + −

= − + + −

= = =

− − −
= = =

 
函数 ( ), ,f x y z 在所取结点处的函数值分别为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

10,20,30 11,20,30 10,21,30 10,20,31 11,21,30

11,20,31 10,21,31 10,20,32 10,22,30 12,20,30

1 1 1 11; ; ; ; ;
2 2 2 3

1 1 1 1 1; ; ; ;
3 3 3 3 3

f Q f Q f Q f Q f Q

f Q f Q f Q f Q f Q

= = = = =

= = = = =
 

得三元二次插值多项式： 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 2

1 1 1, , 2 1 2 2
2 2 2

1 1 12
2 3 6

1 2 1 1
6 3 3

P x y z x y z x y z z x y z x x y z

y x y z xz yz xy x y z x y z

x y z x y z xz yz xy

= + + − + + − − + + − − + + −

− + + − + + + + + + − − −

= + + − + + + + + +

 

经验证被插值函数 ( ), ,f x y z 与所求多项式 ( ), ,P x y z 在插值结点处的结果相等。取点 ( )1,1,1 及点

1 3, ,0
2 2

 
 
 

进行验证，求得 ( ) 11,1,1
4

f = ， ( ) 11,1,1
2

P = ，
1 3 1, ,0
2 2 3

f   = 
 

，
1 3 1, ,0
2 2 3

P  = 
 

，在点 ( )1,1,1 处插

值误差为 1
1 1 1 0.25
2 4 4

k = − = = ，在点
1 3, ,0
2 2

 
 
 

处插值误差为 2
1 1 0
3 3

k = − = 。 
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